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序言 分 准确 ! 
站 准确 


思 格 其 说 “ 纯 数 学 的 对 象 是 现实 世界 的 空间 形式 和 数量 
关系 "(< 反 杜 灯 论 >, 第 35 页 ) .因此 ,数学 研究 人 类 社会 实践 中 
出现 的 数 与 形 。 但 是 ， 同 一 百 多 年 前 恩格斯 说 这 些 话 的 时 候 
相 比 ， 数 与 形 的 概念 已 经 有 了 很 大 的 变化 ， 由 于 生产 力 的 不 
断 发 展 与 人 类 认识 能 力 的 不 断 提高 ， 数 与 形 所 包含 的 内 容 也 
不 断 地 扩大 ,现代 数学 所 研究 的 数 与 形 是 任 一 抽象 集合 的 空 
向 形 式 和 数量 关系 .作为 现代 数学 主要 分 支 的 拓扑 学 ,主要 是 
研究 抽象 集合 的 空间 形式 ， 因 此 ， 拓 扑 学 是 高 度 抽 象 地 研究 


。， 现实 世界 空间 形式 的 学 科 . 它 的 重要 性 是 很 明显 的 ， 


作为 拓扑 学 的 基础 -一 点 集 拓扑 学 更 是 近代 数学 的 基 
础 。 它 对 于 近代 数学 的 作用 ,如同 欧 氏 几 何 学 对 于 初等 数学 ， 
解析 几何 学 对 于 微 积分 .到 此 ， 学 习 与 研究 点 集 拓 扑 学 对 于 
学 习 与 研究 近代 数学 是 必 不 可 少 的 。 

本 书 建立 新 的 体系 ， 试 图 使 迎 辑 严格 性 与 直观 明显 性 结 
合 起 来 . 尤其 注意 从 马克 思 主 义 认识 论 的 角度 进行 阐述 , 但 
限于 作者 水 平 ,不 妥 与 错误 之 处 恶 怕 不 少 ,请 读者 批评 指正 1 

本 书 承 作者 的 老师 方 高 琳 同志 仔细 审阅 全 稿 ， 提 出 不 少 
宝贵 意见 ,在 此 ,说 致 以 深切 的 谢意 ! 


吴 东 兴 
1978 年 9 月 
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第 一 章 集合 引 论 
§ 1 集合 的 概念 


1.1.1 业 合 这 个 溉 念 ,是 数学 的 类 本 概念 之 一 ， 它 基 人 . 
们 在 长 期 社会 实践 中 产生 的 。 

人 信 在 长 期 实践 中 ,逐步 认识 划 , 往 往 必 须 把 共有 相同 性 
质 的 对 象 的 全 体 作为 一 个 单一 的 对 象 来 处 理 . 例如， 在 农业 
生产 中 ， 往 往 把 播种 六 一 类 秋子 的 禾 田 作为 一 全 单一 的 对 象 
来 考虑 安排 柑 作 措施 ;在 工业 生产 中 ,往往 把 相 同 规格 和 同样 
精度 的 零件 按 辕 样 的 方式 加 工 , 学 校 教学 , 则 往往 把 相同 程度 
的 学 生 编 为 一 个 班 ,安排 一 个 课表 ,同样 ,在 数学 中 ， 也 往往 
需要 把 具有 某 种 特殊 性 质 的 对 象 的 企 体 当 作 一 个 单一 的 对 象 
来 加 以 考虑 和 处 理 。 于 是 ,就 得 到 集合 的 概念 。 例如 , 方程 
和 一 5X 十 6 一 0 的 恨 的 金 体 构成 一 个 集合 ;又 如 ， 自 然 数 的 金 
体 也 构成 一 个 集合 。 

我 们 用 大 写字 母 4, ，，…… 等 表 东 集合 ， 而 用 小 写字 母 
am 34352) 等 表示 构成 集合 的 对 象 ， 构 成 一 个 集合 的 
对 象 称 为 这 个 集合 的 元 素 . 用 记号 

ae 
表示 对 象 4。 是 集合 也 的 一 个 元 素 , 读 作 "< 属于 翁 (注意 上 是 
希腊 文 "属于 "一 字 cr 的 第 一 个 字母 )， 例如 ,以 4 表示 方 
程 v? 一 5 x 二 6=0 的 根 所 成 的 集合 , 则 
2€4, 因 为 2 是 x 一 5%* 十 6 二 0 的 根 ; 
3E4, 因 为 3 是 x 一 5x 十 6 二 0 的 粮 。 


sl. 


因为 4 不 是 方程 *? 一 5x+6=0 的 根 ， 所 以 4 不 是 集合 4 的 
元 素 ， 记 为 
4 EA 
读 作 “4 不 属于 4”。 同样 ， 以 N 类 示 自 然 数 的 全 体 所 成 的 集 
合 ， 则 
1EN,2cN,3EN，4ENV，…， 


但 是 ， 赤 和 只 ， 因 为 于 不 是 自然 数 ，Y 天 N ,因为 V3 不 


是 自然 数 。 为 了 表示 集合 MM 是 由 具有 性 质 z 的 对象 构成 的 ， 
并 且 是 只 由 具有 性 质 p 的 对 象 构成 的 , 记 为 
MH={x1x 有 性 质 p} 
或 
M={x:x 有 性 质 p}。 
例如 
“ 4 二 {x|x 满足 %? 一 5 x 十 6 二 0} 
天 示 4 是 由 方程 x? 一 5“ 十 6 一 0 的 根 的 全 体 所 成 的 集 。 又 
如 
六 一 fxz|z 是 自然 数 } 
类 示 是 自然 数 全 体 所 成 的 集 。 : 
一 个 集合 的 元 素 可 以 有 无 限 多 个 ,例如 自然 数 集 W ;也 可 
以 有 有 限 多 个 ,例如 集合 
4={zlxz 挤 忠 光一 5 6 0}, 
它 只 有 两 个 元 素 ( 数 2 和 数 3), 也 可 以 只 有 一 个 元 素 , 例 如 和 集 


合 


C={x|x 满足 2% 一 6 二 0}， 
它 只 有 一 个 元 烷 ( 数 3) , 称 为 单元 素 集 ; 一 个 集合 也 可 以 不 含 
有 任何 元 素 ,例如 集合 
{x1* 是 满足 方程 x?-1=0 的 实数 }， 


这 样 的 集合 称 为 空 集合 ,用 记号 中 表示 。 

如 果 一 个 集合 的 元 素 可 以 全 部 写 出 来 ， 我 们 也 可 以 将 这 

个 集合 的 元 素 爹 部 写 在 花 括 绪 内 以 表示 这 个 集合。 例如 集合 
二 二 {x1x 满足 x? 一 5x%+6 二 0 
也 可 记 为 
A={2,3}, 

同样 ， 单 元 素 集 

C={x|x 满足 2x 一 6 一 0 
可 记 为 

C={3}, 

但 要 注意 ,{0} 表 示 由 数 0 组 成 的 单元 素 集 ， 它 与 空 集 合 中 是 
根本 不 同 的 。 ， 

1.1.2 一 个 集合 开 的 部 分 元 素 所 构成 的 集合 闪 称 为 四 
的 子 集 ， 记 为 

VCM( 或 MDN)。 、 - 
读 作 六 包含 于 朵 (或 1 包含 Y)， 例 如 ,上 例 中 的 集合 4， 
和 人 C 之 间 有 关系 
ACN,CCA. 
又 如 , 设 五 为 有 理 数 全 体 所 成 的 集 ; 则 CR。 

一 般 说 来 ,要 肯定 六 C 到 ,就 必须 证 明 立 的 每 一 个 元 素 
部 是 站 的 元 吾 , 也 就 是 要 证 明 * 如 果 xEN, 则 xEM”。 因此， 
对 于 任何 一 个 集合 用 , 必 有 如 CM， 即 任 一 集合 是 它 自己 的 
子 集 . 此 外 ,NCM 也 等 于 说 “如 果 * 科 对， 则 * 和 N".， 因 
此 ,CT, 即 空 集 合 是 任何 一 个 集合 的 子 集 。 如 果 两 个 集合 
如 入 由 相间 的 元 素 组 成 ,这 两 个 集合 相等 , 记 为 M=NN， 
妆 证 明 站 = 六 ,就 是 要 证 明 MCA 而 且 Ci 如果 两 个 
集合 玖 和 六 的 元 素 不 完全 相同 ， 这 两 个 集合 不 相等 ， 记 为 
对 疾 NN， 例如 


{2，37<{3}》， 
{2){3}, 
如 果 闵 CM, 县 N 关 MM, 居 四, 则 让 称 为 开 的 实 子 集 ， 


5 2 集合 的 运算 


1.2.1 两 个 集合 4 和 2 的 并 集合 , 记 为 4UB。 这 个 

集合 包含 4 与 8 中 所 有 的 元 素 , 但 不 含有 下 他 的 元 素 ， 即 
4UB=fz1xed 或 zeBy。 
例如 4={1,2,3.4) 避 一 {3 4,5,6}， 则 
AUB={1,2,3,4,5,6}. 

显然 ,4UB=BU4,AU A=4,AU$=A, 

为 了 证 明 4UB= 8U4, 我 们 只 须 证 明 
AUBTBUA 及 BUACAUB. 

也 就 是 证 明 命题 "和 如果 #6A1JB, 则 xEBU.A? 以 及 命题 “如 果 
#6EBU 4 则 weAUB” 同 时 成 立 、 .| 

1.2.2 两 个 集合 4 和 上 8 的 交集 合 , 记 为 4 站 8, 这 个 集 
会 由 入 和 8 的 共同 元 素 组 成 , 即 

ANB={x|xé4 同时 xEB}。 
便 如 4={1,2,3,4},B 二 {3,4,5,6), 则 
ANB={3,4}. 

两 个 集合 的 交 不 是 空 集合 ,这 两 个 党 合 就 称 为 相交 的 。 如 果 
两 个 集合 的 交 是 空 集合 , 即 这 两 个 集合 没有 共同 元 素 , 则 称 为 
不 相交 的 。 例 如 集合 {1,2,3, 好 与 15,6,7} 不 相交 ， 

显然 有 -4 二 4 一 由， 

1.2.3” 辐 算 术 运算 类 似 ,可 以 定义 差 集 。 对 于 任意 两 个 
集合 4 与 B， 差 集 4 一 8 由 4 的 那些 不 属于 B 的 一 切 元 素 
组 成 ， 即 


. A—B={wI*E4 人 但 x¢ BB}, 
例如 4={1,2,3,4}, 8 一 43,4,5,6}; 出 
A—8={1,2}, 
丸 如 有 4 二 {1,2,3};B 二 {4,5,6}, 则 
A—B={1,2,3}, 
可 见 4 一 是 从 4 中 除去 B 的 元 素 后 所 余 下 来 的 元 素 所 组 
成 的 集 ,因此 4 一 8B 又 称 为 对 于 4 的 余 集 , 记 为 Ca8， 在 
省 赂 4 而 不 歼 于 引起 混乱 时 简 记 为 35。 

1.2.4 集 的 运算 和 普通 算术 运算 虽 有 不 同 之 处 ， 例 如 
AU4 王 4 与 4 门 4 一 4 在 算术 中 是 不 成 立 的 。 但 相似 之 处 
更 引 人 注 目 。 例如 空 集合 的 作用 很 像 算 术 的 0。 尤其 是 ,我 
们 可 以 证 明 下 述 常用 的 运算 律 成 并 。 

定理 ”对 于 任意 集合 4,8B 及 C, 下 述 运 算 律 成 立 ， 

(1) 可 换 律 AUB=BUA, 

ANB=BN A 
(2) 结合 律 4U(BLCJ)=(4UB)UC， 
AN(BNC)=(ANBINC: 
(3) 分 配 律 4UCBNC)=(AUB)N(4UC)， 
AN(BUC)= (AN BU ANC), 
(4) De Morgan 律 C 一 (AUB)=(C 一 AN(C—B), 
C 一 (na8)=(C 一 们 WUCC 一 号 )。 
证 明 例如 ,我 们 来 证 明 分 配 律 的 第 二 个 集合 恒等式 
AN(BUC)Y=(ANBIUYUCANCT). 


仿 - 
: 5S=4N(BUC), T=(ANBUCANO)., 
设 xES, 则 xE4 并 旦 xEBUC; 如 果 %EB， 则 xE4 门 B， 
如 果 *EC, 则 xEAN 人 ,总 之 xE7。 这 就 证 崩 了 

SCT, 


反之 , 设 *er, 则 sedmnB 或 xcdnC， 如果 xe4mB， 
则 xE4A 且 weEB. 由 EB 可知 xEBUC, 又 因 x€4, 所 以 xES。 
于 是 

TCS, 
对 于 xEA4NC, 有 相同 的 结果 。 由 SCT 及 TCS, 就 得 $= 
了 。 1 

又 如 ,我 们 末 证 De Morgan 律 的 第 一 式 
Co~(AUB)=(C— ONC—B). 

设 xcEC 一 (4UB)， 则 *EC， 同 时 * 天 4 且 # 匡 及， 故 %EC 一 
44 且 xEC 一 B, 可 见 xE(C 一 4) 站 (0C 一 8), 反之 , 设 xE(C 一 
AIN(C 一 8), 则 xEC 一 4 且 xEC 一 B, 即 xEC, 同时 x 
且 x* 必 B。 所 以 ,xEC 同时 x4AUB, 妈 xEC 一 (AUB), 这 
就 证 明了 左右 两 也 的 集合 相等 . 

用 同样 的 方法 可 证 明定 理 的 其 余 等 式 ，] 

1.2.5 为 了 定义 任意 多 个 集 的 并 与 交 , 先 说 明 下 标 集 的 
概念 . 设 4 是 任 一 个 集合 ， 如 果 对 于 -1 的 每 一 个 元 素 入 均 
有 一 个 集合 与 之 对 应 ,与 2 对 应 的 集合 记 为 A， 则 当 4 跑 过 
集合 -1 时 , 便 同时 得 到 一 族 和 集合， 记 为 7 ， 

HA ={ 4}, 
集合 -1 称 为 集 族 友 的 下 标 集 。 

如 果 7C4, 则 集 族 

B={4 :TCA 
称 为 集 族 x 的 子 族 ， 

现在 将 集 族 : 从 的 并 集 Udi:0E4} 与 交集 门 和 41:2EAY 

定义 如 下 ， 

ULda2e 人 =fa: 存 在 Xe4 使 ci， 

有 LEAT={e: 对 每 个 MELaEAi 
注意 并 集 与 交集 的 另 一 种 常用 写法 


be 


4- Utdide), 
~ 

;= NN\{Ad NEA}, 
特别 地 ， 当 -一 {1;2,3，…… 时 ， 


A 


A:= A AN NA,, 
1 


时 ， 


站 2 月 Auanann… 


dl i-l 


俩 如 ， 设 .一 f1,2, 3 
Ap={x:h— ltEA) = (hk—1,k]; 


- 则 并 集 
SU 4= 0 4 U0 
he k= kl 
是 所 有 下 实数 的 集合 .如 设 


则 


r= (1 = 站 (-4, ={0} 


kl 
是 一 个 单元 素 集 ， 只 有 一 个 元 素 0。 
设 4 是 一 个 下 标 集 、 如 果 了 CA, 则 易 证 


- 证 明 (1) 式 与 (2) 式 


(ULArEPTCUfd:2E1}， 
(2) 站 1 站 { 2 
1.2.6 不 难 将 De Morgan 律 推广 到 和 任 六 多 个 集合 的 情 


设 史 =1 刀 02 是 任 一 个 集合 , 则 

(1) X—Uft2e t= {Xx— AN}, 

(2) K— Ai :UX — A :ed}. 

运用 1,1.2 所 证 明 两 集合 相等 的 基本 方法 ， 容 易 


(1) 式 与 (2) 式 揭示 了 并 集 、 交 集 与 余 集 三 者 之 间 的 深 弗 
的 联系 。(1) 式 左边 是 并 的 余 ， 右 边 是 余 的 交 ; (2) 式 左边 
是 交 的 余 ， 右 边 是 你 的 并 .运用 (1) 式 与 (2) 式 时 只 要 记 住 
“着 余 交 ”三 个 字 , 翁 顺序 读 即 得 并 的 余 等 于 余 的 交 ， 依 相反 
顺序 读 即 得 交 的 余 等 于 全 的 并 ， 所 以 ， 称 De Morgap 律 为 
并 余 交 公式 更 方便 . 

1.2.7 设 洲 瑟 是 两 个 集合 ， 称 4x 召 为 蕊 与 妃 弟 积 
集合 ,定义 为 


AxXB={(a, 5) iad, DEB}. 
注意 4x 避 未 必 等 于 B x4。 例如 设 
A={1,2,3}， B={4,5} 

购 . 

AXB={(1,4), (1,5), (2,4), (2,5), (3,4), (3,5)}, 
而 

Bx A={(4,1),(4,2), (4,3), (5,1)(5,2),(5,3)}. 
显然 4x 8 取 B x 4。 如 果 用 平面 内 的 点 来 表示 ，4x 了 的 六 
个 点 与 8x 4 的 六 个 点 完全 不 同 。 

积 集合 的 概念 进一步 推广 如 下 。 

例如 设 4={1,2},8={3,4},C 二 {5,6}, 则 


AXBXC={(ab, c):a€d, bEB, cEC} 
={(1,3,5),(1,3,6),(1,4,5), (1,4,6), 
(2,3,5), (2,3,6), (2,4,5), (2,4,6)}, 
又 以 五 :表示 实数 的 集合 ， 则 
E?=Elx Elx Bi={(x, y, 2):%€E!, yéE!, zx€E!} 
为 平常 欧 氏 三 维 空 间 的 一 团 点 的 集合 . 
于 个 集合 41, 42, 必 … 和 4 的 积 集合 定义 为 


TA4i= 4 x 4x xn 
EE - 


={(ey az es an) a A rs an€ An}s 
任意 多 个 集合 所 成 的 集 族 
A {ANEAY 
的 积 集合 记 为 
T4262 或 TL 


Ned 
它 由 一 切 形 如 

a= {th€.t, ar€ A2} 
的 元 素 组 成 ， 


§ 3 关系 与 映射 


1.3.1 本 书 所 用 的 关系 ,都 是 二 元 关系 。 

定义 ” 序 对 的 集合 称 为 关系 。 “ 

设 4， 吾 是 两 个 集合 ，Ax 8B 的 任 一 个 子 集合 0 就 是 4 
与 如 之 闻 的 一 种 关系 。 当 且 仅 当 (%, 3)ec 时 ,我 们 称 > 与 ? 
有 关系 9, 记 为 


KON, 


关系 0 的 定义 域 记 为 Do, 定义 为 
De={%*: 存 在 y, 使 (%,y)E0})。 
关系 的 什 域 记 为 忆 。, 定义 为 
Ro 一 {y: 存 在 *, 使 (x,y)E0}。 
关系 的 道 基 系 记 为 01, 定义 为 
oz YY)Eaj。 

所 以 ,x0y 当 且 仅 当 ?ax， 9 的 值 域 是 o7! 的 定义 域 ,0 的 
定义 域 是 c :的 值 域 ， 

顺 美 系 。 与 9 的 合成 记 为 pe0 ,定义 为 

po 二 {{x, yy) :存在 z, 使 (x, 2)E0, (z, yy)Ep}。 
集 计 上 的 己 等 关系 记 为 4 或 (于), 定 义 为 
A(F)={(x, x) :xEX}, . 

定理 设 pCXxy,cCTx2Z) 册 (cop) :一 pl. 

证 明 《〈z,s)E(cC*p) 1 等 价 于 (zz)Ecep 根 据 合成 的 定 
义 , 等 于 说 存在 yEY 使 (+,y)Ep, (yz)E9。 这 又 等 于 说 (>， 
E90 1,(yy%)Ep Db 所 以 等 价 于 (zx)Ep sa 1 

1.3.2 当 了 = 于 时 ,入 与 了 的 关系 9 称 为 在 开 上 的 关 
系 。 

在 XX 上 的 关系 5 称 为 自 反 的 , 当 且 仅 当 对 于 每 个 
HER ,HON, 

在 上 的 关系 9 称 为 对 称 的 , 当 且 仅 当 xcy 蕴涵 yrx。 

在 六 上 的 关系 0。 称 为 反对 称 的 ， 当 且 仅 当 *cy 及 ?0x 
蕴涵 和 一 2。 

在 区 上 的 关系 9 称 为 可 递 的 (transitive), 当 且 仅 当 #zy 
及 ycz 昔 涵 4az。 

定理 在 集 和 上 的 关系 5 是 自 反 的 当 且 仅 当 ACos 是 
对 称 的 当 且 仅 当 “= 一 5 是 可 递 的 当 且 仅 当 r*cCa 

证 明 ”前 两 各 话 是 显然 的 。 只 要 证 明 第 三 旬 话 . 设 = 是 


0. 


可 递 的 ,如 果 (*, y)E0o0, 则 存在 zEX, 使 (4x,z)6c 且 (z, y》 
&o, 于 起 ,由 可 递 性 ,(%,y)E0， 友之, 如果 0*9Co, 且 (x, 2z) 
<o, (zyy)ED, 则 (x,y)E0, 故 0 是 可 递 的 。] 

1.3.3 设 c 是 在 集 X 上 的 关系 ,如 果 同时 是 自 肥 的 ， 
对 称 的 ,可 递 的 , 则 9 称 为 在 了 上 的 等 价 关系 。 

设 o 是 在 集 下 上 的 等 价 关系 , 则 对 于 每 个 xEX， 存在 不 
空 集合 [x*]，. 

Lx]={y:x0y} 
称 为 < 的 等 价 类 . . 

定理 ”如果 0 是 在 集 六 上 的 等 价 关系 ， 则 对 于 任意 x， 
EI, 或 韦 [x] 人 NTy] 二 办 ,或 者 [x]=[y1。 

证 明 假设 Lx] 门 [yj 尖 %, 于 是 在 在 =E[*jNN[y]， 由 于 
2zE[*],zE[y], 故 xcz,yaz。 由 对 称 性 , zzy。 又 由 可 递 性 ， 
x9》。 喜 yE[x], 再 由 可 递 性 ,Ly]CLx]。 同 理 , [xjJC[?]， 
所 以 [x3=[y].] 

集 下 关于 等 价 关系 5 的 等 价 类 的 全 体 记 为 X/o，, 称 为 
处 模 0 的 商 。 

1.3.4 定义 如果 序 对 的 集合 了 满足 条 件 :〈*,y) < 和 
与 (x,2)Ef 蕴涵 ?一 =, 则 关系 称 为 映射 ( 单 值 映 射 )。 

设 是 映射 ,x,y)Ef, 记 > 为 了 (x), 了 (x) 称 为 + 的 象 
或 在 x 的 值 ， 如果. 的 定义 域 为 区，f 的 值 域 包含 于 站， 
则 称 了 为 从 基 到 了 的 映射 , 记 为 

f:X>Y, 
如 果 五 CE, 则 集 
fA(E)=={y: 存 在 xEB 使 y=f(x)} 
称 为 EE 在 /下 的 象 . 如 果 A()=Y, 则 了 称 为 满 值 的 映 
射 ， 
如 果 4CI, 则 集合 


ile 


FA {rEX 而 jx)Ed 
称 为 集合 ACY 在 了 上 下 的 原 象 . 如 果 广 ! (7)=X， 则 上 了 上 称 
为 满 义 的 映射 如 不 加 声明 , 则 通常 所 用 的 映射 ,都 假定 是 满 
义 的 。 

设 f:X> 了 是 久 双 了 的 映射 ， 4CX, 则 了 NM(C4xY》 
仍 为 映射 , 简 记 此 映射 为 /4 或 14, 称 为 了 的 限制 或 收缩 
4 的 定义 域 是 4, 且 对 于 每 个 xEA,fa(x) 三 f(x), 而 了 则 
称 为 /的 扩张 ,因此 ,映射 了 是 映射 8 的 扩张 , 当 且 仅 当 名 
是 的 限制 . 

设 了 :>Y 是 从 XX 到 了 的 上 映射, 如果 对 于 任意 1， 
xa6D. 太 xi5cxa 攻 注 (x1) 关 /x2)， 则 了 称 为 一 一 的 映射 
如 果 映 射 了 是 一 一 的 ， 出 它 的 逆 关 系 广 ! 仍 为 映射 ， 称 为 了 
的 逆 有 映 射 , 共 定 义 域 为 (对 )。 

1.3.5 关于 映射 ， 下 述 定理 是 基本 的 . 证 明 方 法 如 
1.1.2 所 述 ,详细 证 明 贸 给 读者 练习 。 

,定理 设 了 X> 了 是 从 天 到 了 的 映射 ， 
GG= {BENE A} 
是 子 的 任意 子 集 族 , 即 每 个 CX， 则 

(1) FU{Er MEA = UL (ER) :EA), 

(2) FONTUEA MEADCN{If EV) :MA), 

(3) 4CB 蓝 洱 ACTJCACB)， 

(4) f(A4—B)IDf(4)— 7B), 

{5)》 了 (EE)= 史 当 且 仅 当 玉 =$， 

定理 设 了:X> 了 是 从 立 到 Y 的 映射 。 

I ={S AY 

是 了 的 任意 子 集 族 , 即 每 个 S:CY， 则 
(4) FYIS2:NED) = U{F (SNA, 
(6) FANSNE A = Nf (8S) AEA}, 
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(ec) SCT 草 调 . 广 (SJCA-KZ)， 

(4) fCS—T)= (8) fT), 

《e) 了 1(8)=$$ 当 且 仅 当 SN 了 CX) 一 $。 

1.3.6 恒 等 关 系 A(X) 是 陕 射 , 常 记 为 i 或 记 

让 

称 为 生 等 陕 射 , 它 对 于 三 的 一 切 元 素 x, iv) 一 >。 

如果 映射 了 :六 >Y 对 于 每 个 xEX，/(*) 等 于 了 的 一 个 
国定 元 过 , 则 / 称 为 常 信 映 射 。 

设 了 :X> 了 ，g:Y>2 是 映射 极 据 关 条 合成 的 定义 ， 
Sa:E>Z 是 从 下 到 的 映射 , 训 对 干 每 个 :EX So) 
=g(f (x))., 


1.4.1 关系 的 峰 念 是 近代 数学 中 最 重要 的 基本 字 念 之 
一 。 如 上 节 所 述 ， 映射 不 过 是 特殊 的 关系 ,本 节 仍 从 关系 出 
发 ,以 得 出 拟 序 , 半 序 , 全 序 , 有 向 集 等 概念 以 及 有 关 的 基本 结 
果 。 

定义 设 0 是 集 X 上 的 关系 ,如 果 5 是 可 递 的 , 则 og 称 
为 世上 的 拟 序 ， 集 下 称 为 拟 序 集 ， 通 常用 记号 表示 拟 序 
关系 . 当 且 仅 当 (o 2)6 拓 时 ，es2， 但 如 果 ez 时 , 则 简 记 
为 a<5。 

设 六 是 拟 序 集 ,4 己 广 , 如果 存在 一 元 素 bX, 使 对 于 颖 
个 元 素 *E4，, 恒 有 x 二 5 (x 源 5), 则 称 5 为 集 4 的 一 个 上 界 
(下界). 

设 入 是 拟 序 集 , 如 果 不 存 在 异 于 4 的 元 素 *, 使 4<* 
(x 之 a) ,由 元素 eeX 称 为 也 的 一 个 极 大 元 ( 航 小 元 )。 


设 工 是 拟 序 集 , 如 果 4C, 5 是 4 的 一 个 极 小 上 界 ( 极 
大 下 界 ), 则 5 称 为 4 的 一 个 上 确 界 (下 确 界 ), 记 为 3 二 sup4 
《5 二 inf.4)， 注意 ,4 的 上 (下 ) 确 界 不 必 是 唯一 的 。 

定理 ”如 果 己 是 集 苹 上 的 反对 称 氢 序 , 则 每 个 闻 集 4 己 
了 至 多 有 一 上 瑞 界 及 一 下 确 界 ， 

证 明 设 4 二 X 有 两 个 上 确 界 < 及 5， 则 根据 上 确 界 的 
定义 , as 且 5 志 a, 但 a5， 因此 站 不 是 反对 称 的 , 同 理 证 
只 有 一 下 确 界 .1 

1.4.2 定义 拟 序 集 三 称 为 有 界 完备 的 ， 如 有 果 每 一 在 
工 内 有 上 (下 ) 界 的 不 空子 集 在 左 内 有 上 (下 ) 确 界 。 拟 序 集 
全称 为 有 限 完备 的 ,如 果 鲸 一 有 限 子 集 在 X 内 雹 有 上 确 界 及 
下 确 界 ， 

例如 ,实数 系 是 有 办 完备 的 , 有 理 数 系 则 不 是 . 但 有 理 
数 系 是 有 限 完备 的 . 

定义 ” 拟 序 集 工 称 为 拟 序 格 ， 如 果 它 满足 下 列 两 条 格 的 
公理 ， 

[ 工 .1] 工 的 每 一 有 限 子 集 在 工 内 有 唯一 下 确 界 ; 

LL.2] 工 的 每 一 有 限 子 集 在 工 内 有 唯一 上 确 界 

由 上 述 定义 可 知 

定理 ”如 果 拟 序 集 工 是 反对 称 的 且 有 限 完备 的 ， 则 工 是 
一 氢 序 格 。 

1.4.3 ”现在 给 出 本 书 以 后 常用 的 几 个 最 重要 的 基本 概 
念 ， 

定义 ”反对 称 的 拟 序 集 称 为 半 序 集 、 

定义 半 序 集 政 称 为 全 序 的 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 x， 
36X , 必 有 xs 或 ?sx， 

由 定义 可 知 ， 全 序 人 有 任意 两 个 元 素 部 是 能 比较 顺序 
韵 . 如 果 把 全 疗 集 的 元 素 边 忆 排 列 起 来 , 恰 成 线 状 ， 因 此 ,全 


re 


序 集 又 称 为 线性 序 集 或 链 ， 半 译 集 主要 由 一 些 链 组 成 。 

定义 设 XX 是 一 半 序 集 , 子 集 4CX 的 元 素 4a 称 为 4 的 
首 元 素 ， 和 于 全 个 era x 
， 定义 一 个 全 序 集 ， 当 且 仅 当 ' 的 处 个 不 空子 集 均 有 首 
元 素 时 ， 称 为 良 序 集 。 

定义 自 反 的 执 序 集 D 称 为 有 向 集 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 
两 元 ma ne 了 ,存在 元 pED, 使 m 所 p,np。 

有 向 集 的 铂 念 ， 深 刻 地 概括 了 自然 数 集 及 其 任意 无 限 子 
集 的 本 质 特性 ， 一 切 自然 数 依 所 排列 所 成 的 全 序 集 记 为 @， 
则 是 一 有 向 集 ， 又 设 互 为 一 任意 集 ， 以 exp 表示 集 互 的 
一 切 子 集 所 成 的 集 ,exp 忆 称 为 E 的 血 集 合 ,对 于 任 党 两 元 
已 b 责 sEexp 马 ,如 果 ( 召 , Ea) 《所 当 且 仅 当 忆 IC 到 s, 则 exp 已 
是 一 有 向 集 。 


85 基 数 


1.5.1 定义 两 集合 4 与 8 称 为 等 势 的 , 记 为 4~B， 
” 当 且 仅 当 存 在 从 4 到 8 的 一 一 的 满 值 映射 。 

空 集合 ,以 及 一 切 与 形 如 和 1,2,3,--…,n} 的 个 自然 数 
的 集合 等 劳 的 集合 称 为 有 限 集 ,其 他 的 集合 称 为 无 限 集 ， 

定义 设 4,8 是 两 个 集合 , 当 且 仅 当 4 同 8 的 子 集 等 势 
时 ,4 痊 了 ， 

关系 < 显然 是 自 反 的 ， 可 递 的 ， 下 面 证 明 它 是 反对 称 的 
(Schxsder-Bernstein 定理 )。 

定理 如 果 4<B,B 专 4, 则 A~B。 ~ 

证 明 ”由 于 -{ 太 8B, 故 存在 从 4 到 8 的 一 一 映射 了. 又 由 
于 B 忆 4, 故 存在 从 8 到 4 的 一 一 映射 s， 唱 证 明 存在 从 4 到 
8 的 -一 一 的 满 值 映 射 。 


"5" 


不 妨 设 4 与 3 不 相交 。 

元 素 * 称 为 元 素 ? 的 祖先 , 当 且 仅 当 轮流 施行 映射 及 
名 (或 2 及 /) 于 x 能 得 到 y。 例如 * 是/ (>)，& (f(x))， 
AE(J(2))),…! 或 g(x), ECG) g《J(z(x))),…* 的 租 
先 ， 

把 4 分 解 为 三 信 集 ; 4 三 4FU AoU Ar。 
4F 由 4 中 有 偶数 个 祖先 的 元 素 组 成 -fo 由 4 中 有 奇数 个 祖 
先 的 元 素 组 成 ,4r 由 .4 中 有 无 限 个 祖先 的 元 素 组 成 。 同 理 将 
了 分 解 为 三 个 集 : B= BoUaBzUBr。 

注意 (48)=Bo, f(A1)=B1, 而 g 1(4o)=Bz， 于 是 

”得 到 从 如 WU4doU4r 到 BoUBeUBz 的 一 一 的 满 值 映射 疡 : 
hgsU4 同 了 一样 ，h4。 同 8g 一样，] ， 

1.5.2 定义 同 自然 数 集 {1,2,3,，…} 等 势 的 集 称 为 可 
数 集 ， 

由 于 可 数 集 4 与 自然 数 集 {1,2,3''…} 等 势 , 均 存在 从 {1， 
2,3,'"'"} 到 4 的 一 一 的 满 值 映射 /。 以 a 表示 4 的 元 素 
了 (1), 以 es 表示 4 的 元 素 了 (2),，… .于 是 , 任 一 可 数 集 的 元 素 
可 依次 用 自然 数 作 下 标 表示 出 来 :a1 42,aa'"…。an 是 的 
象 。 

定理 一 切 自然 数 对 的 集 是 可 数 的 。 

证 明 设 G={(m,n):m,nEN} 是 自然 数 对 的 集合 ， 
是 自然 数 的 集合 根据 1.5.1 的 定理 ， 只 要 证 明 存 在 从 G 到 
立 的 一 一 的 映射 六 令 

FE 二 Cat aD ont a2) 
HD 二 IC 
不 难 验 证 ,了 是 一 一 的 ，] 


JI6 。 
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ne 


推论 可 数 个 可 数 集 之 并 是 一 可 数 集 ， 

证 明 设 { 严 mrEN 的 每 个 马 ， 是 可 数 集 。 又 设 
至 1 一 fxtp xl xl3r } 
Ea 


Es={xXot Xo Kya "ey 


ats X22 Xa3s 了 


”显然 U{Ea:nENj 同 集 合 全 一 (Cow :mnEN]) 等 势 ， 既 然 
fm nD) pis nENj} 是 可 数 集 , UiE .inéNj} 也 是 可 数 集 ,] 
推论 一 切 有 理 数 的 集 是 可 数 集 ， 
证 明 ” 对 十 任 一 自然 数 mw， 集合 


三 = 入， 二 ,e230) 


mY” nm 尖 


都 是 可 数 集 . 集合 


Il 2 3 , 
Ra, m2) 


四 mn mm 
也 是 可 数 集 。 有理 数 集 及 不 过 是 下 列 可 数 个 集合 的 并 

{0},R1, RT, Ri, Bz, Rs, Ris 
所 以 并 集 及 也 是 可 数 集 .。] 

定理 每 一 无 限 集 含有 一 可 数 子 集 。 

证 明 设 4 是 一 无 限 集 ， 它 是 不 空 的 ， 琶 必然 可 选 一 护 
aE4。A 一 {fas} 仍 为 无 限 , 故 可 选 一 点 a264 一 Lar}, 集 .4 一 
{fas a2} 仍 为 无 限 集 ， 歼 可 选 一 点 ax 4 一 {ay ca， 继续 下 去， 
可 得 4 的 可 数 子 集 {ey az aa …}。]， 

1.5.3 定理 无 限 集 与 它 的 一 个 真子 集 等 势 。 

证 明 设 4 是 任 一 无 限 集 ， 因 它 含 有 一 可 数 子 集 。 {a 
0} 令 4 二 4 一 Law ary as，""}， 定义 映射 

fiA>A—{al} 
如 下 ; 对 于 a€A4*, 令 f(a)=a; 对 于 an€ falasn'*"), 令 
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(an) 三 arn(n=1,2,3'"*)。 显 见 是 一 一 的 满 值 映 射 , 故 
A~A4 一 {a1}。 并 且 4 一 a4} 是 4 的 真子 集 ,] 

一 个 无 限 集 ,如 果 不 是 可 数 的 ,就 称 为 不 可 数 集 . 

定理 ”一 切实 数 的 集 是 不 可 数 集 . 


证 明令 大 = 放 人 1 工 , 则 A(z) 是 从 (9.1 到 一 


切实 数 的 集 的 一 一 的 测 值 映射 。 故 只 要 证 (0,1) 是 不 可 数 的 。 
为 此 ,只 过 证 任 一 从 亦 到 (0,1) 的 一 一 上 映 射 上 必 非 请 值 ， 设 
f(D)=0.xinxysxis" "", 
(2) =0. X21x92x2 
(3) 一 0.xslxs2xas 
今 证 存在 一 实数 xE(0,1), 对 于 任意 "，/(m)53>。 实 数 > 一 
0.x3xaxs 构造 如 下 :对 于 每 个 已 取 数码 xx750,9, zp 二 
1,2,3-，…)。 于 是 得 一 实数 0.xix2xa'"*€(0,1)，, 它 不 等 于 任 
一 了 (n), 故 了 非 酒 值 .1 
1.5.4 ”集合 的 等 势 关系 是 等 价 关系 、 等 势 是 集合 的 元 
素 个 数 相 等 的 数学 抽象 。 因 此 ,对 于 等 势 的 集合 ,说 它们 的 基 
数 相等 ,以 '4| 表示 任 一 集合 4 的 基数 , 于 是 4~8B 当 且 仅 
当 141=181， 对 于 有 限 集 ,一 个 集 的 基数 也 就 是 这 个 集 所 含 
元 素 的 个 数 。 通 常 以 立 。 表示 可 数 集 的 基数 ， 以 c 表示 实数 
集 的 基数 。 
定义 14| 尺 138| 当 县 仅 当 4 所 8. 
于是， 宗 vo<cyn< 穴 0, 对 于 任意 无 限 集 的 基教 w 
Raa, 
定理 ”对 于 任意 集 X, |expX| 之 |Xi, 
证 明 设 /:X>expX 是 从 X 到 expX 的 任 一 映射 .我 
们 来 证 ,f 必 非 议 值 . 令 
18 ， 


六 ={w :xEX, x F(x), 
则 Beéexp 外 ,但 BA 假设 相反 , BEE 了, 则 存在 六， 使 
了 = f(8)。 根据 B 的 定义 , xE8 当 且 仅 当 x* 负 .A(x)， 特 别 
5 时 成 立 、 于 是 38 当 且 仅 当 4 了 (5). 但 是 了 (52) 二 
。 所 以 得 : 26B3 当 且 仅 当 3 关 5B。 艺 慎 ,] 
因此 ,不 存在 最 大 的 基数 
设 两 个 集合 4 与 8 不 相交 ， 且 14}=a，18| 二 3， 定义 
4+ 二 |4UB|。 例如 ,|{1,3,5,……}| 二 Ror | 和 {2,4,6,，……3| 
= 六， 得 总 ; 十 洪 0 王 趴 9 又 如 ,上 59,1)] =6, 1[1,2)[==c, 由 
于 1[0,2)|=c, 所 以 得 c+c=c。 
考 塌 一 般 的 情形 。 对 于 任意 多 个 基数 
. {ar :AE }, 
”首先 定义 集 族 {.44:26< 妇 的 和 集 含 为 一 
EH{AAEAT={N, a) :AEA, En}, 
如 果 |44| 二 a2, 则 定义 
Ef{a:EN} = | EAA NEA}. 
设 14]=a,18|=5, 则 定义 ab=|4x 8B1. 
定理 (1) 让 oo=RRo (2) Roc=e; (8) cc 一 ce。 
”证 明 (1) 如 1.5.2 定理 所 证 . 
(2) 注意 | 入 |= 舟 ,, 1[0,1)1=c， 只 要 证 |N x E0,1)| 
二 5 即 可 。 因为 ~ 
N x[0,D={(x, y):xEN, ye[L0,1)), 
令 L(x >) 二 x+y, 则 了 是 从 入 x 50, 了 和 [1 + 0%) 的 一 
一 的 满 值 映射 因此 [|N x[0,Dj= 1[b +o)|=¢， 
《3) 根据 积 的 定义 , cc 是 集合 Cx, >):x, yeE(0,1]} 的 基 
数 .我们 来 证 
{Cx px, yEC0,1J}~{0,1), 
将 x,y 表示 为 唯一 的 不 尽 小 数 , 设 
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多 二 人 .XI1X32X3， y=0. yy 
则 0,xiytxaysxs3s <e(01]。 令 
(0.xtzas3 0.33233 门 王 0.xUytzayaxaya 

则 六 是 从 1(x 273，3E(0,17 到 (0, 菇 的 一 一 满 值 瑞 射 ， 由 
于 50.13 的 基数 为 c, 所 以 cc=e。] 

1.5.5 考虑 集 族 { 1:B5EB}， 设 B 的 基数 为 5, 而 每 个 
Ag 的 基数 都 是 a, 则 名 为 

a= IT Ap: BEB}|. 
现在 进一步 考察 [1 46:8€B} 的 元 素 ， 这 个 积 集合 的 任 一 个 
元 素 fag:36, agEA8} 相 当 于 一 个 映射 了， 
fi:B- SEIAp: BEBY, 

对 于 每 个 8EB，/(B) =agéAg， 一 切 这 种 映射 的 集合 等 势 于 
积 集合 HfAp:BeB}， 因 此 ，e? 等 于 一 切 这 种 映射 的 集合 的 
基数 . 现在 证明 . . 

定理 ”这 集合 /的 基数 为 a, 则 集合 exp 和 的 基数 为 2 . 

证 明 一 切 喘 射 .4 一 340,1} 所 成 的 集合 的 基数 为 
2?”。 并 此 ,楼 证 这 些 喘 射 所 成 的 集合 等 势 于 cxpA。 定义 映射 
名 如 下 : 对 于 每 个 映射 了 , 命 8《 放 为 4 的 一 个 子 集 {4a: a4， 
(a)=1}, 则 8g 是 -一 的 ,县 Be=exp4. 1 

推论 对 于 任意 基数 *，2“>e。，“ 

定理 8#So=c， 

证 明 报 据 定义 辣 S 是 从 自然 数 集 六 到 {0,1) 的 一 切 映 
射 的 集合 的 基数 ,定义 映射 8 如 下 ;: 对 于 每 个 f, 命 8() 
为 一 二 进 小 数 ， 


显然 ,Es 二 [0,1]. 虽然 8 不 是 一 一 的 ,例如 
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睫 


1 1 1 » 1 0 0 
站 


但 这 样 的 数 或 是 1， 或 是 -各 (m=1,3,5，…… 5 一 1)， 


只 有 可 数 个 ， 所 以 得 
2Ro=c+So=c ] 

从 这 定理 的 结果 自然 会 想到 ， 是 簿 存在 大 于 立 。 而 小 于 
c 的 基数 。 落 名 的 连续 统 假设 ([GH]) 断言 这 洋 的 基数 不 在 
在 . 对 于 任意 无 限 基数 a, 假设 大 于 4 而 小 于 2 的 基数 不 存 
在 , 则 称 为 广义 连续 统 假设 , 简 记 为 [GGI], 连续 统 假设 首先 
由 Gantor 于 1878 年 提出 ,直到 1938 年 ，Gidel 才 证 明了 如 
果 集 合 论 无 矛盾 , 则 添加 EGCE] 后 仍 无 矛盾 ( 见 55])。 


§ 6 序 型 与 序数 


1.6.1 设 X, 是 天 个 半 序 集 ， 在 X, 上 上 的 半 序 关系 
分 别 为 二 xy sr 。 如果 企 在 从 X 到 Y 的 一 一 的 满 值 映 射 . 户 
当 且 仅 当 xlsxxz 时 ，(zDsrA(xa)， 则 称 X 和 了 相似 ， 
记 为 了 > 了 ,了 称 为 相似 映射 ,两 相似 的 半 序 集 称 为 有 相同 序 

显然 ， 半 序 集 的 相似 关系 是 等 价 美 素 ， 属 于 一 等 价 类 
的 半 序 集 有 同一 序 型 ,因此 有 同一 基数 ， 但 反之 ,等 势 的 两 集 
不 必 相 似 , 例 如 

N={1,2,3,00} 及 N "二 {3,2,1} 

就 不 相似 。 常 以 加 表示 六 的 序 型 , 以 wo? 表示 NW" 的 序 型 ， 
以 ?表示 有 理 数 集 依 平常 顺序 排列 的 序 了 型 ， 以 /表示 实数 集 
依 平 常 顺序 排列 的 序 型 ， 

设 ,8 分 别 是 4,8 的 序 型 , 当 且 仅 当 和 相似 于 B 的 子 
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集 时 ，“ 失 8。 易 证 闪 是 在 序 型 的 集 上 的 半 序 . 

设 二 ,4; 的 序 型 分 别 是 ciyez， 定义 e+ 为 和 集 41 十 
四 的 序 型 . 注意 和 和 集 的 定义 如 1.5.4 所 述 , 和 集中 的 任意 两 
个 元 素 的 关系 定义 为 ，(1,4) 所 (2,5) 对 于 任意 af 4 及 BE 
成 立 ; (1,4) 太 (1,5) 当 且 仅 当 a<5; (2,a) 志 《2,53) 当 且 仅 当 
aa “ 

设 4, 召 的 席 型 分 别 为 B. 定义 op 为 积 集 B x4 的 序 
型 ,而 在 x .4 上 的 半 序 为 字典 序 , 定 义 为 ， 任 意 两 元 (B21 a1) 
(282,42) 当 且 私 当 如 < 如 ,或 如 = 如 而 a1 坊 az。 

1.6.2 良 序 集 的 序 型 称 为 序数 

易 证 ， 两 个 银 序 集 的 和 集 是 民 序 集 ， 两 作 良 序 集 的 积 集 
( 按 字 典 序 ) 是 良 序 集 ， 因 此 , 疗 数 的 和 与 积 有 确定 的 意义 ， 

设 式 是 一 全 良 序 集 ,对 于 任意 *< 瑟 , 子 集 

Xzr={y:yEX 且 yx} 
， 称 为 元 素 * 确定 的 初始 段 。 

定理 设 良 序 集 XX 相似 于 它 的 一 合子 集 了 , 了 是 相似 映 
射 , 则 对 于 每 个 xcEX xs (xz)。 

证 明 ” 设 存在 元 素 * 使 *>> />)。 一切 这 些 元 素 的 集 
是 良 序 集 X 的 不 空子 集 ， 故 有 -` 首 元 素 ， 设 为 x*， 如果 
AIxz = 则 x" 二 s。 由 于 .了 是 相似 映射 ,因而 是 一 一 的 ， 
玖 x* 之 z 葡 泣 /(x*) 之 f(z), 即 z 之 A(z)。 但 z<x*, 这 就 
同 * "是 共有 这 种 性 质 的 元 素 的 最 小 性 相 矛 盾 ， 了 

推论 良 序 集 不 能 同 它 的 初始 段 相似 ,特别 地 ,和 良 序 集 的 
两 个 不 周 的 初始 段 不 相似 ， eo 

证 明 设 良 序 集 X 相似 于 初始 段 Ex, 且 上 是 相似 映射 ， 
则 A(x)EXx, 因 而 .f(x)<<x, 与 定理 矛盾 ,1] 

1.6.,3 数学 归纳 法 的 根据 是 最 小 数 原 理 。 而 最 小 数 原 
涅 的 抽象 就 是 良 序 集 的 概念 ， 对 于 良 序 集 ， 存 在 同 数学 归纳 
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法 类 似 的 原理 , 称 为 超 限 归纳 厌 理 . 

超 限 归纳 原理 ” 设 X 是 一 良 序 集 , CX, 如 果 XxC 
音 汉 <e 刀 , 则 互 = 工 。 

“证 明 设 YX 天 瓦 , 则 工 一 妃 是 X 的 不 空子 集 ， 因 而 有 一 
首 元 素 *。 显然 ， 初 始 耻 Xx 的 每 个 元 素 皆 小 于 * 而 都 属于 
已 ,于 是 xe 马 .矛盾 ] 

应 用 超 限 归纳 原 埋 可 证 序数 的 < 是 全 序 关系 。 

定理 设 a 及 8 是 序数 , 则 或 者 eB, 或 者 P<a， 

证 明 设 4 及 BB 是 良 序 集 , 序 型 分 别 为 及 记 ， 如 果 4 
或 了 是 空 集 , 则 定理 显然 成 立 ， 因 此 设 4 及 B 部 不 是 空 集 . 
取 4 的 首 元 素 与 也 的 首 元 素 对 应 设 we4 而 4 的 每 个 元 灶 
均 对 应 于 B 的 元 素 , 如 果 B 的 元 素 均 已 对 成 完毕 , 则 到 此 为 
止 。， 如 果 B 还 有 元 素 未 同 4。 的 元 素 对 应 ， 则 取 这 些 元 素 的 
首 元 素 同 < 对 应 。 于 是 ,根据 超 限 归纳 原理 ,或 者 5 辐 二 的 某 
一 初始 眉 相 似 ,此 时 86<a; 或 者 4 同 B 相似 ,此 时 4a=B; 或 者 
-4 同 了 的 某 一 初始 段 相 似 ,此 时 “<B。] 

推论 序数 的 集合 是 良 序 集 。 

证 明 投 中 是 一 些 序数 的 集合 , 但 不 是 良 序 的 , 则 存 在 
一 子 集 没有 首 元 素 ， 由 于 多 是 链 , 故 必 存 在 序数 的 无 限 链 
ci>aa>os> ，…。 设 集合 4 的 序数 为 41, 必 存在 初始 段 .16 
Au 如 它们 的 序数 分 别 为 mx， aa cs，…。 于 是 得 出 4 
的 一 个 子 集 za>aa>et> …, 此 子 集 没有 首 元 素 。 矛盾 . ] 

由 于 序数 集 是 良 序 的， 我 们 可 以 讨论 序数 集 的 初始 眉 。 
以 到。 表示 小 于 序数 “的 一 切 序 数 的 集合 , 则 有 

定理 ”每 一 序数 «是 集合 万 。 的 序 型 ， 

证 明 设 4 是 序数 为 6 的 一 个 集 . 对 于 每 个 序数 B<ce， 
必 有 4 的 初始 自 <b, 其 序 型 为 8 反之 ,4 的 每 一 元 确定 
的 初始 段 4 的 序 型 为 8<e。 因 此 , 存在 从 政 。 到 .4 的 一 一 
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的 满 值 蚂 射 。 此 映射 是 相似 映射 ,因为 和 所 0 获 酒 45,C .45,， 
因而 81~…52. 反 之 亦 然 .。] 

对 于 每 一 个 序数 &， 对 应 唯一 的 基数 ， 就 是 于 的 基数 ， 
此 基数 称 为 序数 “ 的 基数 . 反之, 对 于 每 一 基数 4, 一 切 以 “ 
为 基数 的 序数 的 集合 是 一 良 序 集 ,因而 有 唯一 的 最 小 序数 , 记 
为 (ea)， 称 为 “的 初始 序数 ， 例 如 口 是 闪 * 的 初始 序数 。 
的 重要 性 质 是 严 。 的 每 一 初始 段 是 一 有 限 集 . 考虑 一 切 基 
数 为 有 限 或 可 数 欧 序数 的 集合 。 设 这 个 良 序 集 的 序 弄 为， 
号 全 是 第 -一 个 不 可 数 序 数 。1Fs 是 不 可 数 的 良 序 集 , 它 的 每 
一 初始 段 是 有 限 或 事 数 的 。 


§7 Zorns 理 


1.7,1 对 子 有 限 集 ,我 们 总 可 以 把 它 编 成 良 序 集 ， 于 于 
无 限 集 , 是 否 也 能 编 成 良 序 集 ? 这 就 是 策 墨 罗 (EZermelo)》 
良 序 定 埋 所 回答 的 问题 。 

熏 序 定理 ”存在 任 一 集 上 的 良 序 关 系 。 

为 了 证 明 良 序 定理 ， 必 然 要 引用 其 他 的 未 知事 实 ， 我 们 
可 以 征明, 眼 序 定理 同 下 述 选 择 公理 和 Zorn 引 理 等 价 。 

选择 公理 ” 设 .x =={.42:26€1} 是 不 空 集合 的 族 , 则 存在 
映射 /一 > Uti:he4), 使 对 于 每 个 A， (Wed 
称 为 集 族 .27 的 选择 陕 射 。 

Zorn 引 理 ” 设 》 是 一 半 序 集 , 如 果 5 的 每 个 不 空 链 都 
有 上 确 界 , 则 $ 至 少 有 一 极 大 元 ， 

我 们 按 如 下 程序 证 明 它们 的 等 价 性 ， 首 先 用 良 序 定理 证 
明 选 痒 公理 ;然后 用 选择 公理 证 明 Zorn 引 理 ;最 后 用 Zorn 引 
理 证 明 良 序 定理 。 

1.7.2 ”用 良 序 定理 证 明 选 择 公理 。 
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En 


be 


1 


和 


bb 


设 
={ A NE AY 
是 不 空 集合 的 族 ,根据 良 序 定理 ,存在 集合 
人 14iX6. 全 
上 的 良 序 。 故 每 个 不 空子 集 A 必 有 首 元 素 axAi， 定义 映 
射 / 为 ， 对 于 每 个 4, 令 了)=a;, 则 了 即 为 集 族 .x 的 选 
择 映 射 ，] 
1.7.3 用 选择 公理 证 骨 Zorn 引 理 。 

， 设 5 是 半 序 集 , 它 的 每 个 不 空 链 都 有 上 确 界 , 要 证 3 至 
少 有 一 极 大 元 ， 用 反 证 法 , 设 $ 没有 极 大 元 , 则 对 于 S 的 每 
一 个 元 x68, 存 在 $ 的 不 空子 集合 

A(x)={y:x<yES}, 
根据 选择 公理 ,存在 不 空 集合 族 
{L(x):xES 了 
的 选择 映射 了:S 一 > UE4(x):xES}, 使 f(x)E4(x)。 显然 
有 x<7(x)》， 为 了 完成 反 证 法 , 我们 来 证 明 , 存在 3 的 元 素 
xo 使 ACxo)=xo。 “ 
取 5 的 某 一 固定 的 元 素 4, 考虑 满足 下 述 三 条 件 的 3 的 
不 空子 集 呈 : 
(1) a€D; 
(2) xEDD 功 洱 f(x)eD; 
《3) 吃 的 任 一 不 空 链 的 上 确 界 属于 万. 
显然 , 集 8 本 身 就 是 一 个 这 样 的 子 集 万 ， 设 一 切 这 种 不 
空子 集 忆 的 族 为 乡 , 取 一 切 这 些 子 集 上 的 交 , 设 为 4， 
<4= (15. 
Des 
只 要 证 明 集 4 是 链 即 可 。 因为 如 果 4 是 链 ， 则 根据 已 知 条 
件 ,4 有 一 上 确 界 *o, 根 据 (3),xoc4， 又 由 (2), jxo)c4， 因 
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此 f(x0o) 二 xo。 否则 xo 就 不 是 上 确 界 了 ， 
为 了 证 明 4 巧 链 ,首先 证 明 了 的 任 一 元 素 x 之 a， 
令 
Di={x :sa TEA}. 
显然 , 满足 条 件 (1)。 如果 xED1, 则 x 关 4a, 而 f(x)>>*, 于 
是 了 (x)>a, 所 以 f(x)ED1, Di 满足 条 件 (2), 如 果 昌 是 DD， 
的 不 空 链 , 则 五 有 一 上 确 界 ya， 因 为 ECA,yEA, 所 以 


5ED1，DD1 满足 条 件 (3)， 所 以 Dx， 因而 4CD, 但 xs 


DiCA, 歼 DD 一 4。 所 以 4 的 每 个 元 素 x 之 a。 

其 次 证 明 ,4 的 每 个 元 素 x 具有 性 质 Q: 

(@) 如 果 y<x，yE4, 则 f(y) 所 x。 

考虑 4 的 子 集合 D(z)， 

DOz)={2:36E4 3s<Y 或 yx))， 
我 们 证 明 ,如 果 x 具有 性 质 Q, 则 D(x)==4， 为 此 , 只 需 证 
D(x) 满足 条 件 (1), (2),，(3)。 由 于 * 六 ay 喜 akD(x), 满 足 
(1). 设 yEDCx), 则 可 能 有 和 如 下 几 种 情形 : 

(a) 如 果 ?<x, 则 由 于 * 具有 性 质 Q, 故 f(y) 所 x, 于 
是 f(y)ED(%). - 

(2) 和 如果 9=x， 则 (x) 二 了 (yy), 即 了 (x) 所 f(y), 融 
Ff)ED(x), 

(c) 如 果 y 汪 f(x)， 则 f(y)>>y>f(x)， 艾 f(y)E 
D(z). 于 是 ;如 果 2ED(X), 则 /A(2)ED(x), 即 D(x) 满 中 
(2), 设 BCD(x) 是 不 空 链 , 则 或 者 瑟 的 每 个 > 所 x, 此 时 巨 
的 上 确 界 2sx, 故 经 D(xz)) 或 者 瑟 中 存在 元 素 风 > jx)， 
此 时 五 的 上 确 界 57(x)》 帮 5EDOxz)， 所 以 Phxz) 满 足 
(3). 于 是 DY)=4。 因 此, 如 果 工 的 元 素 * 具有 性 质 Q， 
则 对 于 每 个 zE4, 必 有 z<<* 或 zf(x)>>x。 

最 后 , 证 明了 的 每 个 元 素 丰 性 质 Q. 设 DD 为 4 中 具有 
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性 质 Q 的 一 切 元 素 的 集 ， 今 证 Ds 满足 上 述 条 件 。(1), (2)， 
(3) ,出 于 .4 中 不 存在 y<a, 故 4 具有 性 质 日 ,Ds 满足 (1)。 
如 果 xePa， 则 要 证 f(x)eEDs， 由 于 x 共有 人 性质 QQ, 如 时 
zfA《x), 则 z 所 x 此 时 ,如 果 z==x, 则 .f(z)=f(x), 如 果 
zx 则 六) 和 xA(x), 所 以 x) 也 有 性 质 Q， 72; 满足 
(2)。 叉 设 五 CDs 是 不 空 链 ， :二 snp 如 。 今 证 人 有 性 质 
设 ze4，z<t， 则 存在 26 使 z<i4<i, 出 村 kD: 有 性 质 
Q， .f(z) < 改 f(z)<t， 因 而 :也 有 性 质 Q， 故 Ds 诺 足 
(3)， 所 以 Ds 二 4、 这 就 完全 证 明了 4 是 一 链 ，1] 

1.7.4 用 7orn 引 坚 证 明 良 序 定理 ， 

设 S 是 一 个 集合 。S 的 每 个 子 集 上 的 良 序 关系 都 是 Sx 
$ 的 一 个 子 集 ， 以 多 表示 5 的 每 一 个 工 集 上 的 良 序 关 系 的 
族 。 作 为 Sx5 的 子 集 族 的 多 ， 可 以 根据 包含 关系 定义 半 序 
“+ 对 于 任意 0, pe 乡 ,sp 当 且 仅 当 cCp。 对 于 半 序 集 儿 ， 
可 以 应 用 Zorn 引 理 。 由 于 多 的 任 一 链 不 过 是 一 个 个 依次 
包含 的 Sx5 的 一 竹子 集 。 这 族 于 集 的 并 便 是 这 族 子 集 的 上 
确 界 。 因此 ,根据 Yorn 引 理 , 我 们 断言 , 乡 中 至 少 有 一 极 天 
元 , 设 为 x, 则 是 Sx5 的 一 个 子 集 ， 我 们 需 证 4 是 集 S 上 
的 全 序 关 系 。 假设 / 仅 是 8 的 真子 集 TC5 的 全 序 关 系 , 设 
ReS 一 7 出 


v=HU{(%, 8) :xETY 
楚 的 子 集 TUt{g} 上 的 全 序 关系 ,而 且 
HEP, HY, 
这 就 同上 的 极 大 性 矛盾 。] 
”14.7.5 选择 公理 简 记 为 FAG]。1938 年 ,G5del 证 明了 ， 
如 果 集 合 论 无 矛盾 , 则 添加 [GGH] 与 [AG] 后 仍 无 矛盾 ( 见 
55])。 因此 ， 引 用 选择 公理 或 其 等 价 命题 不 会 产生 逻辑 矛 
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习 是 
1. 证明 ， 集合 恒等式 4m(B-C)=40P-4nC。 
2, 证 明 ， 当 具 仅 当 BC4 时 , (4 一 B)UB=4， 
3, 证 明 ，X 一 U As= 几 (一 4;)， 
AER ‘ER 


下 
了 一 站 4 一 U(X 一 4)。 
MEA TEA 


4， 详 述 1.3.5 定理 之 证 明 。 

5. 证 明 ，4U CB 一 4) 一 4UB。 
6， 证 明 : 4 一 (4 一 2) 一 LB。 
7, 证 明 ，.!(B 一 4) 一 中。 
8 
9 


. 证 明 ,， 4 一 B=.1 一 CANB)。 

'9， 证明， 可 数 集 与 有 限 集 之 并 是 可 数 集 。 

10， 证 娟 平面 内 中 心 坐标 为 有 理 数 且 半 径 亦 为 有 理 数 的 加 有 可 
数 个 。 

11。 证 明 : “>p,c 一 4 与 <<8 三 者 中 没有 两 个 同时 成 立 。 

12， 证 明 : 两 个 良 序 集 的 和 集 是 良 序 集 ， 两 良 序 集 的 积 集 护 字典 
序 是 菇 部 集 。 、 

13, 设 4 是 任 一 无 限 集 , 证 明 4 的 一 切 有 限 子 集 所 成 篇 集 的 基数 
等 二 4 的 基数 。 

于， 用 Lorn 引 理 评 明 ， 对 十 任意 无 限 基数 窜 ， 1) 内 十 实 一 N 
2) BRR- 

15， 证明 ,对 丁 任意 基数 ,5, 或 者 a<by 或 者 ba。 

16, 设 a,b,c 足 任意 基数 ,证 明 ， 
1) aa attes 
2) CaM) a 
3) arb=(ab)°, 

17, 证 明 , 2 o 关 o 2。 

18、 证 明 Zorn 引 理 等 价 于 ， 设 8 是 一 半 序 集 ? 如 果 人 的 每 个 不 空 

链 都 有 上 界 ， 则 至 少 有 一 极 大 元 ， 


第 二 章 拓扑 空间 


§ 1 拓扑 空间 的 概念 


2.1.1 拓扑 空间 的 概念 是 人 类 对 现实 空间 前 认识 在 不 
新 深化 发 展 的 过 程 中 逐步 形成 的 其 理论 根源 有 两 个 方面 ， 
一 方面 ,由 于 数学 分 析 的 研究 , 提供 了 大 量 的 具体 材料 , 需要 
从 更 高 的 观点 对 这 些 具 体 材 料 加 以 抽象 和 概括 。 另 一 方面， 
由 于 对 几何 空间 概念 指 研 究 ， 使 人 们 从 欧 氏 空间 观念 的 束缚 
中 解放 了 出 米 ， 人 们 试图 只 几何 语言 来 表达 数学 分 析 的 最 基 
本 的 关系 "极限 ”和 “连续 "， 于 是 产生 了 邻 域 的 概念 。 用 邻 域 
定义 空间 ,人 鲁 进 一 步 形 成 了 抵 扑 空 间 的 概念 . 因此 ,拓扑 空间 
的 概念 是 高 等 几何 与 数学 分 析 结合 而 形成 的 ， 这 种 情形 , 同 
初等 几何 与 初等 代数 结合 而 产生 解析 几何 学 是 很 相似 的 ,不 
过 ,拓扑 学 是 在 更 高 发 展 阶段 上 的 产物 。 
直观 地 看 来 ， 一 个 点 的 邻 域 是 指 那 些 接近 这 个 点 的 点 的 
集合 ， 因 叱 ,抽象 地 说 来 ,一 个 点 的 邻 域 不 过 是 包含 此 点 的 一 
个 子 集合 ， 
定义 设 玉 是 任 一 个 集 含 ,而 
T= AY 
是 下 的 任 一 子 集 族 , 当 且 仅 当 
E71] VU{Pi:hEA}=X, 
[LT.2] 对 于 任意 入 ,EA， 和 如果 xsP; ,NT;,， 则 存在 
EA 使 xEPiCPa 人 NF;,. 
瑟 与 9 一 起 ,组 成 一 拓扑 空间 , 记 为 (X, ), 称 为 以 X 为 


29 


基 集 , 以 为 拓扑 结构 的 拓 赴 空间 。 X 的 元 素 称 为 此 空间 
揭 点 , 2 的 元 素 称 为 它 所 包含 的 每 一 点 的 基本 邻 域 。 
例 1 设 $={a,5,c}, 叉 设 基本 邻 域 族 为 
T={{a, {a cy. {a,b, cy}, 
则 多 满足 定义 的 条 件 , 因此 , S 与 7 一 起 组 成 拓扑 空间 
(8,.7 ) 

例 2 设 吾 为 直线 上 点 的 集合 ,基本 邻 域 族 为 一 切 开 线 
段 (w 5)( 不 包含 端点 a 及 3 的 线段 ) . 则 基本 邻 域 族 多 显然 
满足 定义 的 条 件 ， 因此 E! 与 一 起 组 成 拓扑 空间 。 这样 
的 拓扑 称 为 竹 常 拓扑 是 最 常见 的 折 扑 空间 。 为 了 方 使 , 把 
多 省 略 , 简 记 此 插 扑 空间 为 E!。 

例 3 设 台 ?为 平面 ( 欧 氏 ) 内 一 切 点 的 集合 , 基本 邻 域 
族 为 一 切 开 贺 ( 即 图 内 一 切 点 的 集合 ,不 包括 回 周 上 的 点 ) ,出 
基本 邻 域 族 多 满足 定义 的 条 件 . 因 此, 也? 与 多 一 起 组 成 折 扑 
空间 , 固 扩 人 Y 称 为 于 党 拓扑 。 常 将 以 丸 * 为 基 集 的 具有 平 
当 拓 扒 的 拓扑 空间 ( 互 , 多) 简 记 为 EB?. 

例 4 设 交 ={11,2,3，…} 为 一 切 自然 数 的 集合 ,对 于 条 
的 任 一 元 素 二 到 基本 吉 域 

太 8 一 攻 帮 二 1， 大 十 2 
则 基本 邻 域 族 二 {Yk AEN} 显然 注 足 定义 的 条 件 。 故 NN 
与 一 起 组 成 拓扑 空间 . 

例 5 设立 为 任 一 集合 ,对 于 X 的 每 一 个 元 素 *, 取 单 
元 素 集 {x} 作 为 基本 邻 域 , 基本 邻 域 族 乡 ={{x}:xEX} 显然 
泗 足 定义 的 条 件 , 因此 与 多 一 起 组 成 拓扑 空间 (X, 多 )， 
拓扑 多 称 为 离 艇 拓扑 , (CX, 多 ) 称 为 离散 拓扑 空间 。 

例 6 设 X 为 任 一 集合 ,到 玉 作为 险 一 的 基本 邻 域 , 即 
基本 邻 域 族 7 只 有 一 个 基本 邻 域 六 ， 电 然 满 足 定义 的 条 
件 , 拓扑 7 称 为 不 足 道 拓 提 ,具有 不 足 道 拓 特 的 空间 (X， 
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了 ) 称 为 不 足 道 拓扑 空间 。 

2.1.2 对 于 拓扑 空间 的 定义 ,我们 要 注意 如 下 儿 点 ， 

首先 ,每 一 点 至 少 有 一 不 空 的 基本 邻 域 。 因 为 reUfPaz 
MLH 故 必 存在 26 使 xerx。 因此， 条 位 TZ, 1] 可 改 述 为 
六 的 子 集 族 .7 覆盖 

共 次 , 任意 两 个 基本 邻 域 的 交 都 是 一 些 基 本 邻 威 的 并 。 
因为 由 定义 ， 和 如 果 点 4 是 基本 邻 城 i 与 4, 的 公共 点 ; 则 
Pa 人 Pa 包含 点 4 的 一 个 基本 邻 域 74,， 硕 六 i 站 太 2, 包含 它 
的 每 一 个 点 的 -~ 个 基本 邻 盛 。，P2aPa 恰好 是 这 些 共 本 邻 域 
前 并 。 因 此 ,条 件 [7-2- 可 概述 为 ，。 有 限 交 是 并 ， 即 

[7.2] 对 于 任意 nu 26.0 存在 子 集 PC .4 使 

7 站 一 WUTPaECCA 

第 三 , 在 任 一 集合 上 的 拓扑 是 很 多 的 。 除了 离散 拓 插 与 
不 是 道 拓 盾 , 我 们 很 容易 得 到 其 他 的 托 扑 。 例如 , 设 已 知 立 
的 一 个 子 集 族 .7 ， 也 就 是 说 ,-9 的 每 个 成 员 都 是 六 的 一 个 子 
集 ， 又 如 果 属 于 .9 的 一 切 子 集 的 并 等 于 X,. 我 们 把 属于 
六 的 一 切 子 集 的 任意 有 限 个 子 集 的 交集 合 添加 到 .7 上 去 ， 
以 得 到 扩大 了 的 X 的 子 集 族 .9 7。 显然 , 7 满足 拓 扩 结 
定义 的 条 件 。 所以， X 与 多 /一 起 组 成 一 个 以 习 为 基 集 ,以 
人 7 “为 拓扑 结构 的 拓扑 空间 (了 了 0) 。 

皮 然 在 同一 个 集合 全 上 的 拓扑 结构 可 能 多 种 多 桩 , 干 是 
就 存在 如 何 把 它们 加 以 比较 的 问题 ， 本 章 第 五 节 将 回答 这 个 
问题 . 、 

在 讨论 招 题 时 ,只 要 不 至 于 引起 误会 ,我们 可 以 把 “以 工 
为 基 集 ,拓扑 为 的 拓扑 空间 (了 2 )2” 省 略为 “拓扑 空间 
X", 
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S 2 极限 点、 别 集 、 开 集 


2.2.T 现在 ,我 们 利用 拓扑 空间 (X,:% ) 的 拓扑 结构 -六 
来 进一步 研究 空间 中 的 一 点 4 对 于 空间 的 子 集 -4 的 位 置 基 

定义 ”在 拓 盾 空间 (X, 了 多) 中 ,一 点 a 称 为 子 集 和 4 的 极 
限 点 , 当日 仅 当 点 “的 每 一 个 基本 邻 域 至 少 含有 .4 的 一 个 异 
于 a 的 点 。 

从 极限 点 的 定义 可 知 , 如 果 点 @ 是 子 集 4 的 极限 点 , 则 
点 < 的 每 一 个 基本 邻 域 与 子 集 4 一 {a} 相交 ; 反 过 来 ,如 果 点 
a 的 等 个 基本 邻 城 与 子 集 毛 一 {个 相交 , 则 点 a 是 子 集 括 的 极 
限 点 。 

例 1 设 冯 是 拓扑 空间 瑟 ! 的 一 开 线段 ( 即 涉 含 两 端点 
的 线段 ) , 则 此 开 线段 的 两 个 端点 , 以 及 4 的 每 一 个 点 都 龙 集 
也 的 极限 点 。 

例 2 在 拓扑 空间 五 ! 中 , 设 


1 1 1 
A 


出 坐标 原点 是 了 的 唯一 的 极限 点 . 

例 3 设 S={a,6,ch 9 =fftah {wch{e bc)}, 在 
拓扑 容 间 (S, 3 ) 中 , 子 集 .4 二 {a,38} 有 两 个 极限 点 ，5 和 c. 
而 点 = 却 不 是 4 的 极限 点 。 

例 4 在 不 足 道 拓 扑 空间 关中, 设 4 是 X 的 任 一 子 集 ， 
则 大 的 每 一 个 点 都 是 4 的 极限 点 。 

草 5 在 离散 拓扑 空间 并 中 任 一 子 集 4 都 没有 极限 

2.2,2、 一 个 集合 4 的 一 切 极限 点 所 成 的 集合 , 用 4 表 
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示 , 称 为 4 的 导 集 。 
在 拓扑 空间 记 ! 中 , 开 区 河 
(@b)={x iat} 
的 导 集 是 六 区 间 
Lad]={x:ar 0} 


在 拓 竺 空间 中 ,和 集 
i 1 1 1 
-一 所 本 工 


的 导 集 是 单元 素 集 
0 
在 不 足 道 拓扑 变 间 中 , 任 -- 子 集 4 的 导 集 者 是 X， 
区 
在 离散 拓扑 空间 X 中 , 任 一 了 集 4 的 导 集 都 是 空 集 ， 
A'=$. 
2.2.3 一 个 集合 4 和 它 的 导 集 灵 的 并 集合 
AUA 
称 为 集 4 的 六 包 ; 记 为 了 或 4 , 即 
A=AUA', 
例如 ,在 括 提 空 间 E! 中 (4, 如 ) 的 亲 包 是 [4,6]。 集 4 一 
和 二: 二 二 的 间 包 是 了 = 语言 … 洁 - 
又 如 ,在 不 足 道 拓 外 空间 X 中, 任 一 子 集 过 的 闲 包 者 是， 
而 在 宛 散 拓扑 空间 中 , 任 一 子 集 4 的 办 包 辽 = 
从 亲 包 的 定义 可 知 ,一 个 集 的 闲 包 ,是 在 这 个 集 上 添加 这 
个 集 的 一 切 极 限 点 而 得 到 的 集合 ， 因 此 从 一 个 集 4 到 集 了 
是 一 种 施 子 集合 上 的 运算 , 称 为 闲 包 运算 ， 常 用 记号 o 表 
示 4 施行 钱包 运算 所 得 的 集合 , 即 oL4= 了 。 显然 有 ol4 一 
$ColA, 
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2.2.4 ”对 于 闭 包 运算 ,有 如 下 重要 性 质 ， _ 

定理 设 4 是 拓 补 空间 人 的 任 一 子 集 , 则 4=X, 即 
cl{clA) =clA., 、 

证 明 根据 闲 包 的 定义 ，4= 了 UX， 我 们 米 证 凶 
CI. 为 此 ,只 需 证 明 , 如 果 x* 员 二, 则 > 天 人 如 果 * 舌 了 一 
AUA, 则 x 六 同时 x 儿 A'。 必 存在 * 的 一 个 条 本 邻 域 户 
同 4 不 相交 , 即 六 介 4=$。 V1 和 .47 也 不 会 相交 .因为 如 果 
站 1 与 4 有 一 个 交点 y( 才 x), 则 >》 便 有 一 基本 邻 域 CC， 
由 于是 4 的 极限 点 , 故 , 含 有 4 的 一 个 兽王 的 点 z。 
这 样 一 来 ,天 就 同 4 有 一 个 交点 = 了 ,这 是 不 可 能 的 。 因此， 
x 有 一 个 基本 邻 暴 让 | 既 与 4 不 相交 也 与 4 不 相 灾 ， 志 就 是 
说 ,x 有 一 个 邻 域 站 | 与 4 不 相交 ,六 门 4 二 .所 以 x 儿 了 了 。 

2.2.5 定理 设 4 8 为 拓 打 空间 芷 的 子 集 , 则 有 

(1) 如 果 ACB, 则 A4CEB; 

(2) 2BCANE, 、 

(3) AUB=AIUB,W A(CAUB) =dAUeB. 

证 明 《1) 如 果 4CB, 则 4CB' 因此 ， 

A=AUA'CBUB’=B, 
(2) 设 xE4NB,FF 是 任 一 基本 邻 域 , 则 
rNCAN EB) YS. 
于 是 , PN 4 入 六 B 都 是 不 空 的 ， 故 *e 了 ,同村 xEB。 因 
而 seXNMB。 所 以 


ANBCANE, 
(3) 显然 ,由 (1) 得 XC2U8，BCAUB. 故 
AUBCAUB. 
反 过 来 , 设 * 儿 4, 同时 x&, 则 x 有 基本 领域 Pr 及 亚 :， 使 
路 们 4=$,V2 门 3 一 $p。 故 x 有 一 基本 令 域 CVLNV,, 使 
得 
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VN (AUB) 
=TN DUTNMECTIINAUVN BE) =, 
因而 wx 呈 了 UB。 故 得 
AUBIOAYB, 
所 以 3UB8=4UB.l 

2.2.6 定义 设 和 4 是 拓扑 空间 X 的 一 个 子 集 , 当 且 仅 
当 革 = 4 时 ,-4 称 为 闭 集 。 

在 出 集 的 定义 中 , 由 于 4=AU4', 所 以 了 =4 就 等 于 
说 41C 4。 换言之, 闲 集 是 一 个 包含 了 它 的 一 切 极限 点 的 
集 ， 也 就 是 说 , 在 闭 集 之 外 , 没有 一 个 点 是 它 的 极限 点 。 最 
然 ,一 个 集 的 闲 包 是 一 个 闭 集 。 . 

定理 ”在 任 一 拓 卜 空间 X 中 ， 

(1) 任意 多 个 闭 集 的 交 是 闲 集 ， 

{2) 有 限 多 个 闭 集 的 并 是 闭 集 ; 

{3) 五 是 闭 千 ， 

(4) 空 集 生 是 闭 集 ， 

证 明 (DD) 设 岂 = mtFi:2EL] 是 任意 多 个 闭 集 的 交 ， 
要 证 Fr 是 闭 集 。 设 点 是 的 一 个 极限 点 , 于 是 “的 任 一 
基本 邻 域 刻 包 含有 不 一 fe} 的 点 ， 因 为 对 于 鱼 个 2€.1， 
下 CKi, 故 对 于 每 个 4A, 太一 fa}CHi 一 {4}。 所 以 < 的 任 
一 基本 邻 域 和 每 个 万, 一 fa} 相交、 孝 对 于 每 个 Ae /, a 是 FFs 
的 极限 点 既然 ;都 是 闭 集 , 可知 ceFi(1e- 们 ,当然 ce ， 
这 就 证 明了 集 Fr 包含 它 的 一 切 航 限 点 ,因而 是 闭 的 。 

(2) 我 们 先 来 证 明 疯 个 闭 集 的 并 五, 仍 是 半 集 。 为 
此 , 只 和 需 证 明 , 如 果 aFIU Fa 则 4 不 是 UE; 的 极限 
友 由 于 ng 玉 1, 下 1 是 闭 宗 , 玖 a 不 是 瑟 ; 的 极限 点 , 故 存 在 
<“ 的 基本 邻 域 户 与 不 相交 。 同 理 , 由 于 a Fs, ;是 六 
和 集 , 改 在 在 4 的 基本 邻 域 忆 与 ;不 相交 :根据 拓 提 空间 的 
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定义 存在 a 的 基本 邻 域 普 *， 

VC Ns, 

赦 与 UP; 不 相交 ， 可 知 < 不 是 FIUFs 的 极限 点 ， 
所 以 FIUF， 是 闲 集 ， 仿 此 容易 推出 有 限 个 闲 集 的 并 下 = 
EUEaU U8。 仍 是 闭 集 . 

(3) 斑 是 整个 拓 扒 空间, 当然 包含 了 它 的 一 切 极 限 点 ， 
因 商 是 六 集 ， 

(4) 在 空 集 合 之 外 ,没有 一 个 点 是 空 集 含 的 极限 点 ,因而 
空 集合 包含 了 它 的 一 切 极限 点 ,因而 也 是 闵 集 .] 

2.2.7 定义 在 拓扑 空 意 中 , 子 集 O 称 为 开 集 , 当 
且 仅 当 O 的 丝 一 点 都 有 一 基本 俩 域 完全 含 于 0。 

出 开 集 的 定义 推 知 : 

(1) 拓扑 空间 的 每 一 个 基本 邻 域 部 是 开 集 。 如 设 记 是 
点 * 的 一 个 基本 邻 域 , y 是 严 ; 的 任 一 点 , 则 点 .y 的 一 个 基 本 
邻 域 瑟 与 有 一 公共 点 9， 故 到 个 广 完全 包含 点 ?的 某 
一 基本 邻 域 , 当然 Ps 完全 含 于 所 。 出 于 点 y 是 下 1 的 任 
一 点 ;所 以 六 ! 是 一 上 开 集 。 

例如 在 拓扑 空间 E! 中 ,作为 基本 邻 域 的 开 区 间 是 开 集 ; 
在 拓扑 空间 天 ? 中 ,作为 基本 邻 域 的 开 加 是 开 集 ; 在 离散 拓扑 
空间 环 中 , 每 一 点 都 是 开 集 ; 在 不 足 道 拓扑 空 们 中 ,XX 是 开 
集 


(2) 拓扑 空间 的 每 一 个 开 集 都 是 一 些 基本 邻 域 的 并 。 反 
之 ,任意 多 个 基本 邻 域 的 并 龙 开 集 ， 
开 集 的 定义 表面 上 没有 用 到 极限 点 的 概念 ， 好 象 与 闭 集 
的 定义 无 关 。 其 实 ,在 开 集 与 闭 集 之 闻 , 存在 着 非常 本 质 的 必 
然 联系 。 
定理 拓 扩 空间 的 闭 集 4 的 余 集 是 开 集 。 
证 明 设 5E4r, 妈 5#A，, 由 于 4 是 闭 集 ,45 不 可 能 是 作 
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的 极限 点 . 故 必 有 一 基本 邻 威 瑟 与 4 不 相交 ,于 是 人 C4。 
所 以 ,4 是 开 集 . ] 

反之 .我 们 有 定理 

定理 ”拓扑 空 闻 的 任 - - 开 集 中 的 你 集 8“ 是 闭 集 . 

证 明 没 5e8， 山 开 集 的 定义 知 点 5 有 一 基本 邻 域 
人 CE, 当然 ,下 不 可 能 与 8° 相交, 因 曾 点 不 可 能 是 8° 的 
极限 点 .所 以 8 没有 一 个 极限 点 在 8 中 ,也 就 是 说 ，B" 包含 
了 它 的 -~ 切 极限 点 因而 是 一 个 闲 集 .] 

根据 上 述 定理 ， 我 们 很 容易 从 闲 集 的 性 质 得 出 开 集 的 注 
里。 

定理 在 拓 扩 空间 六 中 ， 

《1) 任意 多 个 开 集 的 并 是 下 集 ; 

《2) 有 限 多 个 开 集 的 交 是 开 集 ; 

(3) 三 是 开 集 ， 

(4) 空 集 和 是 并 集 。 

证 明 (1) 设 O=UftOzDiE 分 ,每 个 04 都 是 开 集 ， 由 
并 余 交 公式 得 

N—O=X—U{OaE d= NN{X O07), 

右边 是 任意 多 个 闭 集 的 交 ， 因而 一 0 是 闭 集 ， 天 0 是 开 
集 . 


(2) 设 0= 门 01, 钴 个 0 都 是 开 集 .由 并 余 交 公式 得 
= 


一 \-o=x- 自 o=Uer-oon。 
1 el 
右边 是 有 限 个 六 集 之 并 , 故 和 一 O 是 闲 集 ,因而 O 是 开 集 。 
(3) (4) X 的 余 集 是 加,$ 的 余 集 是 了 ,所 以 和 名 都 


是 开 集 .] 
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2.2.8 拓扑 空间 的 拓扑 结构 同 拓 四 空间 的 和 开 集 族 有 着 
十 分 紧密 的 联系 ， 

设 了 是 拓扑 空间 (X, 9 ) 的 拓扑 结构 。 由 于 .7 的 竺 一 
个 基本 邻 域 都 是 开 集 ,所 以 , 如 果 在 子 集 族 .7 上 添加 一 切 可 
能 的 任意 多 个 基本 邻 域 的 并 ， 我 们 所 得 到 的 扩大 了 的 子 集 族 
x 就 是 拓扑 空间 的 开 集 族 。 . 

现在 考 虚 十 扑 空间 (X, :9 ) 的 开 集 族 5， 由 于 空间 的 每 
一 点 至 少 有 一 包含 该 点 的 天 集 ( 例 如 且 ), 同时 任意 两 个 开 集 
的 交 仍 是 开 集 ,所 以 ,如 取 包 含 一 点 的 开 集 作为 该 点 的 基本 邻 
域 ( 称 为 开 邻 域 ), 则 革 本 邻 域 族 z 仍 满足 拓 苏 空间 定义 的 条 
件 ,因而 :也 是 拓 扩 空间 (X,F ) 的 拓扑 结构 ,大 集 工 与 开 集 
族 = 一 起 组 成 了 一 个 拓扑 空间 (X, 5)。 那 末 , 这 样 得 到 的 抵 
扑 空 间 (X, 可 与 (了 ,9 ) 是 相 异 还 是 相向 ? 应 当 怎 样 看 待 它 
` 们 ? 由 本 章 第 5 节 的 讨论 ,可 知 (X, 丰 与 (人 X, 7 ) 是 本 质 相 同 
的 . 四 此 ,我 们 可 按 如 下 方式 重新 定义 拓扑 空间 。 

定义 ” 设 了 是 一 个 集合 , “是 工 的 子 集 的 族 , 属于 = 的 
每 一 个 了 集 称 为 开 集 , 且 满足 下 列 条 件 ， 

[0.1] 有 限 个 和 开 集 的 交 是 于 集 ， 

[0.2] 任意 多 个 天 集 的 并 是 下 集 ; 

[0.3] 入 和 名 是 开 集 ， 
则 集合 了 与 开 集 族 一 起 组 成 一 个 拓扑 空间, 记 为 (X, 75), 了 
称 为 拓扑 空间 的 基 集 ,而 = 称 为 拓扑 结构 ， 

又 由 于 闭 集 的 余 集 是 开 集 ， 我 们 还 可 以 用 闭 集 或 闲 包 和 
新 定义 拓扑 空间 ( 见 52],[4],[8];[11];I15])。. 

容易 证 明 - 

， 定 理 设 交 ={F2:464} 是 的 子 集 族 ,满足 条 件 ， 
(1) 对 任意 子 集 Cl, 由 {Pi:2ET YE ， 
(2) 对 任 癌 有 限 子 集 NNC.1,U{F2MENYEF 


38 


姓 


(3) XK, $EF 
对 每 个 % 令 下 二 天 一 Fi, 则 信 二 {V2:XEA) 是 全 上 的 拓 外 ， 
且 Fi=Fi. 
定理 设立 是 一 个 集 ， 映射 c:expX 一 >exPX 满足 条 
件 ， 

{a) CC 由) 一 由 

(8) ACe( A), 

(0) cele AN)=e(A); 

(4) eAUB)=c(A)Ue(B), . 
对 于 钙 个 忆 Eexp 了 ,定义 Vx== 卫 一 c(X 一 理 ) 为 基本 邻 域 ， 则 
基本 邻 域 族 

T={V pi BEéexpX}- 

是 入 上 的 所 扩 。 且 关于 此 拓 锌 ,了 =c(4)， 


$ 3 内 点 、 外 点 、 边 界 点 


2.3.1 在 拓扑 空间 (X,7 ) 中 , 设 Y 是 一 任意 子 集 ， 
借助 后 扑 结构 了 ,可 将 站 的 点 分 为 三 种 类 型， 

(1) 有 一 基本 邻 域 完 全 含 于 集 了 I 的 点 , 称 为 集 下 的 内 

(2) 有 一 基本 邻 域 完全 含 于 集 匀 一代 的 点 ， 称 为 集 M7 

的 外 点 。 

(3) 每 一 基本 邻 域 既 与 妇 相交 又 与 一 用 相交 的 点 ， 

集 叶 的 一 切 内 点 所 成 的 集 称 为 集 的 内 域 , 以 37' 表 
示 3 的 内 域 ; 集 开 的 一 切 外 点 所 成 的 集 称 为 集 邓 的 外 成 ， 
以 轩 “ 表示 2 的 外 域 ; 集 M 的 一 切 边界 点 所 成 的 集 称 为 集 
于 的 边界 ,以 M' 表示 时 的 边界 . 
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拓扑 空间 瑟 药 每 个 点 ， 对 于 集 3 的 位 置 关系 , 机 么 
开 的 内 点 ， 要么 是 M 的 外 点 , 要 么 是 35 的 边界 
居 其 一 ,三 者 只 居 共 一 ,因此 

=MIUMU Me. 

2.3.2 ”定理 ”拓扑 空间 的 任意 集 97 的 内 域 Mi 是 一 个 
开 集 ,而 且 是 含 于 MM 的 最 大 开 集 ， 

证 明 谈 eca7:。 需 证 < 有 一 基本 邻 域 完全 合 于 3 
由 于 “是 了 L 的 内 点 , 故 4 浓 有 一 基本 邻 域 CM。 今 证 明 
忆 | 的 委 一 :点 都 是 M7 的 点 ,从 而 

IC 
设 2 是 护 的 任 一 点 ,对 于 刀 的 任 一 基本 邻 域 ,存在 3 的 一 
个 基本 邻 域 a C PnP 即 玉 和 CC 芒 。 由 于 天 C 开 , 故 
天 C 弄 。 可 知 点 了 也 是 4 的 内 点 , 即 bE 昼 和 所 以 ,CDi 
故 Li 是 一 个 开 集 . 

为 了 证 明 Mi 的 极 大 性 , 设 改 是 含 于 邓 的 开 集 , 需 证 
NGC. 和 如果 afN,N 是 开 集 , 放 4 有 一 基本 邻 域 VCN， 
由 于 六 CH, 因此 VCM。， 所 以 点 a 是 妇 的 内 点 , 这 就 证 
明了 EMi。 既然 4 是 对 的 任意 一 点 ,所 以 NC:.] 

2.3,3 定理 ”在 拓扑 空间 中 ， 任 一 集合 M 的 外 域 M。 
是 一 个 开 集 。 

证 明 ”如 果 a€M"*, 根 据 外 点 的 定义 , 点 4 必 有 一 基 本 人 
域 让 与 M 不 相交 . 设 5 是 本 ,的 任 一 点 ,对 于 5 的 任 一 基本 
邻 域 六, 因 5EV1NV, 歼 必 有 5 的 一 个 基本 邻 域 FCF1 作 7，， 
即 记 CV 因而 与 MM 也 不 相交 ,所 以 5EM*， 这 就 证 明 
了 VCM*。 散 及 "是 开 集 .] 

2.3.4 ”定理 ”在 拓扑 空间 中 , 任 一 集合 M 的 边界 M1* 
是 一 个 闲 集 , HB M*=MNCX 一 出)。 、 

证 明 很 容易 。 
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$4 子 空间 


2.4.1 在 平常 的 王 维 欧 氏 空间 中 ,二 维 平 面 是 它 的 一 个 
子 集合 ,在 三 维 欧 氏 空 间 内 研究 的 几何 学 是 立体 儿 们 学, 在 
二 维 欧 氏 平面 内 研究 的 几何 学 就 是 平面 几何 学 ， 与 此 相似 ， 
我 们 也 往往 研究 在 一 个 拓扑 空间 内 的 一 个 子 集合 所 成 的 拓扑 
定义 ” 设 久 是 一 个 拓扑 空间 ,其 拓扑 为 二 {4:61}。 
叉 设 了 CK, 对 十 每 个 46.1, 取 了 NV; 为 基本 邻 域 , 则 基本 邻 
域 族 


r={Y /NVMEA} 

湛 足 拓 扩 空间 定义 的 条 件 , ,7 称 为 了 的 子 拓扑 , 又 你 为 了 
在 关内 的 相对 拓扑 ,或 .7 在 了 上 的 庄 导 拓扑 .而 了 则 称 为 
半 的 一 个 子 空间 . : 

例 1 设 互 :为 一 切实 数 对 的 集合 ， 它 是 关于 平常 拓 扑 
的 拓扑 空 阐 . 又 没 

BR 二 {(x,0):x* 是 实数 } 

是 如? 的 一 个 子 集合 ， 取 “的 基本 分 域 与 的 交 为 基本 邻 
域 , 则 这 样 的 基本 令 域 族 满足 拓 提 的 定义 , 是 EE? 的 拓扑 的 子 
拓 填 ， 故 如 是 B? 的 子 空间 . 

例 2 设 X 是 任 一 不 空 集合 ,二 是 瑟 的 不 空子 集 ， 则 
区 上 的 离散 括 扑 诱导 出 工 上 的 离散 拓扑 , 面 六 上 的 不 是 道 抑 
扑 诱 导出 工 上 的 不 足 道 拓扑 . 

我 们 要 特别 注意 ,拓扑 空间 开 的 一 个 子 集 Y， 末 必 蚌 六 
的 子 空间 ， 只 右 当 在 Y 上 的 拓扑 结构 与 X 的 拓扑 在 了 YY 上 请 
导 的 折 扑 结构 一 样 时 , 工 才 是 斑 的 子 空间 .我们 来 看 下 例 . 

例 3 设 六 ={fc5):m2 是 实数 ,2 六 0， 是 二 维 欧 
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所 平面 的 闭 上 半 乎 而 。 又 设 
NN ?f(g,58);m 6 是 实数 ,5>0} 

如 下 地 建立 NN 上 的 折 扑 结构 。 对 于 * 一 (ec ， 当 2>0 
时 ,到 它 的 基本 邻 城 为 Pa 人 Y， 这 里 的 瑚 : 是 如? 的 平常 拓 卸 
的 基本 邻 城 当 5 一 0 肝 , 取 它 的 基本 邻 域 为 (Yi 站 和 NU{(a, 
5)}。 容易 验证 ,这 样 的 基本 邻 域 族 请 足 拓扑 结构 的 定义 ,但 
是 ， 此 拓扑 却 不 是 EE 的 平常 拓扑 在 入 上 的 诱导 拓扑 。 因 
而 ,关于 所 论 的 拓扑 , 不 是 F? 的 子 空间 。 

又 , 如果 天 是 拓扑 空间 , 工 是 支 的 一 个 子 空间 , 则 集合 
OCT 工 开 于 工 人 不 是 一 回 事 . 例如 瑟 一 吾 : 是 关于 平 
常 抵 扑 的 拓扑 空 间 . 

Y= Io ={x:0<x 人 El}, 


人 


是 了 的 一 个 开 子 集 。 然而, (二 ,1 | 趣 不 上 于 了， 因为 它 不 包 


含 点 *:=1 在 天 内 的 基本 邻 域 。 

对 于 闭 集 , 闲 包 ,极限 点 每 也 有 类 似 的 情况 ， 

2.4.2 下 述 定理 ,是 判定 子 空间 的 开 集 的 准则 。 

定理 设 入 是 拓扑 空间 ,Y 是 区 的 子 空间 ， 则 0 开 于 工 
当 且 仅 当 存 在 开 于 下 的 集 0x, 使 O=Oznr， 

证 明 设 了 ={V4:X4) 是 六 上 的 拓 者 ,而 

t={FNY :EA 

是 了 在 了 上 的 诱导 儿 扑 ， 

设 O=Oxzmnzy,Oz 开 于 开 , 如 果 xeO, 则 xcOxr, 故乡 
中 存在 一 基本 邻 域 了 COx. 子 是 ， 

VNYCONT=0 


则 集合 
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而 请 站 二 是 工 内 点 * 的 一 个 基本 邻 域 , 故 D 开 于 工 。 
区 过 来 ,如 采 0 开 于 并, 则 对 于 每 一 个 点 x0, 有 六 的 
一 个 基本 邻 域 记 ,使 得 二 7FCO, 令 、 
Oz= UirNrCo}, 

” 则 Oz 开 于 子 . 现在 证 明 0 二 0x 六 Y。 设 yeOCY, 则 存在 
7, 使 yANYCO, 而 下 CCOx, 所 以 yEOz 站 Y， 易 一 方面 ， 
设 ye0z 人 NY, 则 对 于 基 个 i yEV4NYCO, 般 ye0、 所 以 
0=0xNY.] 


§ 5 拓扑 的 比较 


2.5.1 前面， 我 们 曾 多 次 提 到 过 拓扑 结构 的 相同 与 不 
间 . 帘 竞 应 当 怎样 去 比较 两 个 拓扑 呢 ? 

在 拓扑 学 中 ， 俩 域 的 概念 是 用 求 定义 极限 点 概念 的 ， 实 
你 上 是 用 几何 直观 的 语言 表达 数学 分 析 的 最 基本 概念 , 在 
拓扑 学 中 , 极限 点 的 概念 是 最 本 质 的 ， 拓 扩 结 构 不 过 是 用 来 
确定 一 个 点 是 否 为 一 个 了 集合 的 极限 点 的 一 种 手段 。 我 们 理 
解 了 极限 点 的 概念 以 后 ,拓扑 学 的 其 他 概念 也 就 容易 理解 了 . 
因此 ,我 们 要 比较 丙种 拓扑 结构 ,必须 比较 它们 确定 极限 点 的 
效果 , 才 不 至 被 现象 所 迷惑 ， 

定义 设 X 是 一 个 集合 , 1 和光, 是 在 X* 上 的 两 个 
拓扑 ， 如 果 对 于 每 一 点 xEX 的 每 一 个 属于 1 的 基本 邻 域 
妨 ,存在 * 的 属于 ;的 基本 邻 域 , 使 得 CVV， 我 们 就 
说 拓扑, 比 拓扑 儿 ， 较 精 或 较 强 , 或 者 说 拓扑 9 1: 比 拓扑 
了 , 较 粗 或 较 弱 . 记 为 2 1。 

例 1 设 玉 是 一 任意 集 , 它 的 每 个 元 素 只 有 一 个 楚 本 名 
域 X， 这 就 是 不 足 道 的 拓扑 。 它 的 拓扑 结构 是 最 粗 的 。 六 
的 一 切 点 都 是 它 的 任 一 子 集 的 极限 点 、 - 
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例 2 投 X 是 一 任意 集 , 它 的 每 一 元 素 * 的 基本 邻 域 是 
{x}。 这 是 离散 的 拓扑 结构 .下 没有 一 个 点 是 极限 点 。 这 此 
最 精 的 拓扑 结构 。 
”人 例 3 设 ={ab oj ={{ah tebehiac)y, 又 
设 了 了 ={fey, twice =tehta 有 tazeci. 显然， 
了 i 比 了 1 较 精 ， 因 为, 一 个 点 如 在 乡 ， 对 某 、 子 
集 为 极限 点 ， 则 在 1, 对 同一 子 集 仍 为 极限 点 ， 但 是 ， 反 
过 来 , 对 同一 个 子 集 ,在 9 1 为 极限 点 ,在 未 必 为 厂 限 点 ， 
这 是 由 于 在 .9 ,点 。 有 较 精细 邻 域 {a, cj 的 缘故 。 

志 理 , 多 ,>- 洒 因为 在 多 ?点 之 有 较 精 细 的 邻 域 1 
分 ， 

但 是 ,9 与 乡 。 不 能 比较 款 精 就 租 。 因 为 在 罗 ，。 点 有 
更 精细 的 邻 域 fw e}, 但 在 ,, 点 5 则 有 更 精细 的 邻 域 f4 
引 . 在 ,7, 点 < 不 是 子 集 合 {3} 的 极限 成, 而 在 72, 点 “是 
子 集 合 { 丰 的 极限 点 .但 是 ,在 ,点 5 是 子 集合 fc+ 的 极限 
点 , 面 在 久 ,点 却 不 是 Le} 的 极限 感 .所 以 ,到 不 能 说 .一 
儿 ,, 也 不 能 说 Fs 必 7 ,9 和 .7 。 不 能 比较 精 粕 ， 

当 两 拓 朴 能 比较 精 粗 时 ， 较 鳍 的 拓扑 在 每 一 点 都 具有 较 
精细 的 基本 邻 域 ,但 不 在 平 基本 邻 域 的 多 塞 。 

例 4 设 有 ={e beh Ys={tay, fb), {cy}。 比 在 
工 上 的 任 一 拓扑 都 要 精 ， 

2.5.2 ”对 于 比较 两 拓扑 结构 敦 精 敦 粗 ,下 述 定理 十 分 重 
要 。 

定理 设 .7 了, 了 ;是 在 同一 基 集 XX 上 的 拓 扩 结构 ， 
Pe 3AV4:hk12), 则 作 2 二 多: 当 且 仅 
当 对 于 每 个 14.EA1, 存 在 子 集 卫 ,CC.12, 使 

=- Va= Ua he Ca. 
证 明 ”充分 米 ” 由 于 对 每 个 入 及 每 个 eV, 必 存 在 


re 


Ej,C 使 xECP 鹿 了 2 
必要 性 对 于 每 个 和 ,定义 大 :为 :2 六 当 旦 仅 尖 
大 CPP， 履 LIPaaEtCP 反之 ,如果 xeE8Vi,, 由 于 
存在 226-Ayy 使 XEV4CP,, 胸 2EUPa2acr2C 
2}， 所 以 
Via= UV :her EA 了 
推论 设 久 ,Fs 是 在 六 上 的 两 个 折 扑 。O1 是 了 1 的 
基本 领域 的 任意 并 生成 的 开 集 族 , 而 久 ; 是 .7 ;的 任意 并 生 
成 的 开 集 族 . 如 也 2 让- 当 且 仅 当 1CC。. 
证 明 设 隐 .车 0e91, 则 0 是 了 | 的 元 到 之 并 ， 
因而 也 是 9 。 的 元 素 之 并. 故 O<cC 于 是 COs. 
反 过 来 , 设 OICC:， 世 车 请 3 则 天 ee 因而 亚 
和 是。 的 元 素 之 并 .所 以 ys 1,1 
2.5.3 设 久 ,这 ,是 在 同一 个 集合 全 上 的 两 个 丘 扑 结 
侈 ,根据 上 述 定 理 ,我 们 可 区 分 以 下 熙 种 情况 ， 
(1) 了 2; 的 每 个 元 素 都 是 了 :的 一 些 元 素 之 并 ， 此 时 ， 
人 
例如 , 设 三 ={o 5B,c}， 
T={ay, {a, b,c}}, 
Fa {{a), {a, bY, {0, b, ey}, 
则 祖 >>3 
(2) 久 ; 的 每 个 元 素 都 是 了 ， 的 一 些 元 素 之 并 。 此 时 ， 
Ty 
例如 , 设 X={a, bc}， 
FT ={iay, ta {er}, 
=e, {a Bb, {in B, eH” 
则 六， 
(3) 了 有 元 素 不 能 表示 为 的 元 素 之 并 , 反之 , 了 了 > 
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也 有 元 素 不 能 表示 为 1 的 元 素 之 并 。 此 时 , 1 与 5 不 
能 比较 就 精 款 粗 。 

例如 , 设 XX={a,5,0)， 

= fo, bY {a, Bb, 0}, 
Fs=i{ab, {a, e}. ta,b, ce}}, 

易 见 .7; 中 的 fa,5} 不 是 7。 的 元 素 之 并 。 反 之， 多。 中 的 
fa 9j 不 是 多， 的 元 素 之 并 。 改 光 ， 与 9 不 能 比较 精 粗 ， 

(4) 乡 | 的 每 个 元 素 部 是 7 的 一 些 元 素 之 并 , 反之 ， 
了 ， 的 每 个 元 素 都 是 7 | 的 一 些 元 于 之 并 。 于 是 ,9 is 
且 乡 ?> 多 1， 此 时, 称 乡 ， 与 乡 ， 等 价 , 记 为 多， 

例如 设 在 BE? 上 的 拓扑 结构 71 为 一 切 开 圆 域 族 . 在 已? 
上 的 拓 利 结构 .77; 为 一 切 开 正 方形 域 族 ， 显 然 , 7 1 的 每 个 
圆 是 .9 ,的 无 限 个 开 正方 形 的 并 ， 反 之 , ;的 每 个 开 正 方 
形 是 1 的 光 限 个 开 加 的 并 ,所 以 了 ~ ,。 

又 如 2,2.8 所 述 拓 盾 7 及 拓扑 空间 (X ,2 ) 的 开 集 族 
?7; 显 见 > ,因为 每 个 开 集 都 是 的 元 素 之 并 ， 反 之 , 四 
了 Cr 故乡 的 每 个 元 素 都 是 的 元 娄 (一 个 ) 之 并 .因此 
了 =， 所 以 儿 ~z 

要 特别 注意 , 知 果 两 折 折 结构 ,与 等 价 , 则 它们 确 
定 航 限 点 的 效 烧 完全 同 。 因为 设 4C 瑟 , 如 关于 拓扑 结 构 
了 了 ,a 是 4 的 极限 点 , 设 V 是 属于 .7 的 a 的 基本 邻 域 ,由 
于 儿 s 汪 了 1, 歼 : 必 包含 a 的 属于 了 的 基本 邻 域 7。 既 
然 户 :与 集 4 一 {ay 相 交 ， 当 然 Fa 与 4 一 {a} 相交 . 所 以 ,基于 
拓扑 结构 Fs，a 是 袜 揭 极限 点 。 同 理 ,如果 关于 扫 丰 结构 
了 ,，a 是 4 的 极限 点 , 则 关于 拓 提 结构 了 7,，a 是 4 的 极限 
点 . 因此, 如果 :7 与 :等 价 , 应 当 认为 拓扑 空间 (X,.F1) 
与 (总 元 ) 是 一 样 的 。 所 以 2.2.8 所 述 的 折 扑 空间 (X,.7) 
与 (X,z) 应 当 看 作 是 一 样 的 。 
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2.5.4 . 现在 攻 虑 在 集合 下 上 的 一 切 拓 提 了 所 成 的 集 
“会 .以 ZT(X) 记 这 个 集合 , 即 
T(X)={7,:7ET}, 
如 上 所 述 , 定义 TT(X) 上 的 关系 二 为 ， 2 < 7 。 当 且 仅 当 
懈 。 的 每 个 基本 邻 域 是 .9 的 一 些 基 本 邻 域 之 并 . ?9 
当 且 仅 当 祖 9 ， 且 9 5 生 9 1， 全 显然 是 等 价 关系 ， 以 
2 了 表示 .9 ,所 确定 的 等 价 类 。 考 虐 ， 
TN)={F7:7e)}, 
设 了 他 3EI*(X)， 定义 :FY 二 FY， 当 月 仅 当 存在 1 
了 F177. 则 二 是 T"(X) 上 的 可 递 关 系 ， 
反对 称 关系 、 因 此 ,T*( 入 ) 是 反对 称 的 扎 序 集 ,不 难 证 明 
定理 7T*(X) 是 一 拟 序 格 ， 
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1,， 试 以 敢 = 矶 x 思 ! x 1 为 基 集 ,适当 选取 两 等 价 的 拓扑 结构 。 

2, 设 习 为 一 任意 无 限 集 , 对 于 每 一 元 未 % 瑟 ， 取 包 含 * 且 共 余 集 
为 有 限 的 子 集 作为 * 的 基本 邻 域 。 验证 如 上 得 到 的 基本 贫 域 族 寂 满 
足 拓 砷 空间 定义 肉 条件。 这样 的 拓 提 结构 了 称 为 有 限 余 拓 站 。 

3, 证明 ， 在 拓 站 空间 中 ,如 果 4CB, 则 -LCB'。 

4. 证 明 ， 在 折 扑 空间 中 ,4U7 一 汪 U 好 。 

5. 证 明 ， 在 拓扑 空间 中 , 任 一 集 和 的 边界 是 一 闭 集 , 而且 素 = 
AU A 

6. 证 政 ， 在 拓扑 空间 中 ， 

(1 AAC A 

(2) CAUB)’= UB 

《3) CAS 

(4) 4*= ANE, 

(5) =Cd)e, 

7. 证 明和 如 果 下 是 拓 盾 空间 ， 卫 是 下 的 子 空间 ,而 且 当 县 仅 当 侣 
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开 寺 及 时 人 O 开 十 Y, 划 YY 是 信 的 于 子 集 。 

83。 还 明 ， 设 五 是 一 拓 站 空间, 下 是 马 的 子 空 乌 , 则 准则 仪 当 有 区 
的 某 闭 了 上 介 Cr ,使 得 C=CxrnTF 时 ,CC 了 了 闭 十 工 。 

9、 设 酚 为 直线 上 点 的 集合 、 定 义 基本 邻 域 族 为 ， 
[a 的 :6<b we 为 实数 }， 
则 (8 少 ) 是 拓 扩 空间 ， 称 为 Sorgenfrey 直线 。 

10. 设 了 + 3 是 在 三 上 的 折 扑 ,到 区 :分别 品 Fi 了 所 生成 
的 闭 集 族 。 证 明 9。 入 8， 当 且 仅 当 .riCss 

11,， 证 是 2.2.8 的 定理 

12. 设想 为 直线 .点 的 集合 ,定义 基本 邻 域 埃 为 ， 

将 一 fo 十 co):9 为 任意 实数 )。 

证 明 ( 五 多) 是 折 扑 室 间 。 绎 称 为 布 手 托 扑 。 

回 样 讨论 左手 拓扑 

当 二 {( 一 oo0;Q) :gq 为 任意 实数 }。 

13, 设 四 是 一 金 序 集 , 在 五 上 的 关系 < 为 不 自 反 的 , 即 对 于 任 意 
Ex 不 成 立 ， 定 义 基本 邻 域 为 ，{#:#<a,anE 六}; {wix>6, be 及 } 
{4:6<w<d, tm bE 下 }。 证 明基 本 邻 域 族 了 满足 拓 补 条 件 ， 称 为 企 下 
上 的 序 拓扑。 

14， 试 证 明 ，7*(X) 是 一 拆 序 格 。 


第 三 章 连续 映射 


§1 连续 映射 


3.1.1 正如 旦 射 是 函数 的 推广 一 样 ,连续 映射 不 过 是 连 
续 函 数 的 推广 ， 我 们 知道 ,连续 国 数 不 改变 极限 关系 , 与 此 类 
似 , 连 续 由 射 也 尽 可 能 地 保持 拓扑 空间 的 极限 关系 。 

定义 疏 、 是 折 扑 空间 , 在 于 上 的 拓扑 是 .了 ;了 是 拓 
盾 完 间 ， 在 了 上 的 拓 填 是 了 7 

fiX—>Y 

为 一 卫 射 ，x 为 于 的 一 点 , 如果 对 于 .了 (x) 在 的 每 一 基 
本 邻 域 ”, 存 在 < 在. 的 基本 邻 三 可, 使 得 7(U)CF, 则 有 映 


. 射 /在 点 x 为 连续 ,如 果 了 在 X 的 每 一 点 连续 则 了 称 为 


连续 映射 。 

例 1 恒 等 映射 并 一 > 是 连续 的 。 

例 2 常 慎 映 射 c:X 一 > 了 是 连续 的 。 

为 了 判定 一 映射 是 连续 的 ,常常 利用 下 述 定理 。 

定理 设 A 及 了 为 拓 扩 空间 ,XX 一 > 了 为 一 鼎 射 ,下 
述 命题 等 价 : 

(1) 了 了 是 连续 的 ; 

(2) 对 于 知 -* 开 集 OCY, /1(0) 开 于 久 ， 

(3) 对 于 每 一 闭 集 CCY, 了 1(C) 闭 于 六; 

(4) 4CX 苞 涵 1(A4)CF( 人 DD. 

证 明 《1) 今 (2)( 沪 表示 推出 ) 设 xe 广 !(O) 因 而 f(x) 
<O. 由 于 0 是 开 集 , 它 包含 F(z) 的 一 个 基本 邻 域 。 根 据 连 
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续 的 定义 ,存在 * 的 一 个 基本 邻 域 广 , 使 得 AY)C0O, 所 以 
7C 六 (0). 因而 (0) 是 一 开 集 . 

(2) 沪 (3) 设 0= 了 YC, 故 0 是 了 的 开 集 , 很 据 (2). 知 

Jr:(O) 是 工 的 开 集 , 故 
， 王 一 广 (0)=[ 广 (9)] 二 i (O/C) 
是 河 集 ， 

(3) 访 (4) 显然 ， Pep LADS 并- 略 ], 由 于 
了 (可 是 闭 集 , 故 由 (3) 可 知 了 "1 了 (ZD: 也 是 闭 集 ， 因而 
ACFEFAN. FM AAC FD. 

(4) 沪 (1) 设 weX, 耐 是 了 (x) 在 工 中 的 一 个 基本 领 
城 , 太 是 包含 A(*) 的 开 集 . 设 六 =[ 了 71D*) 了 ,由 于 f(x) 
ED 了 (x) EUs,x /AD'), 故 weV, 我们 只 辟 还 (5) 
是 闲 的 ,这 样 就 证 明了 严 是 开 集 ,而 

Or) 一 AGELFIT9])= FOODCD， 
要 而 就 证 明了 存在 x 的 一 个 基 本 邻 感 被 了 映射 为 可 的 子 
集 . 现在 来 证 明 /1(U°) 是 闭 集 ， 因为 
FU YCF UTD, 


根据 (4)， 
fF UTNEFF NOY CU=U 
由 此 得 
FUOY C 广 (9)， 
所 以 


(CU 一 广 ((Z)， 
因而 . 广 !(Z*) 是 闭 集 . ] 
3.1.2 拓 扩 空间 有 很 多 重要 的 性 质 ,经 过 连续 喘 射 后 保 
持 不 变 。 也 就 是 说 ,如 果 
FKP 
是 从 拓扑 空间 X 到 拭 扩 空间 Y 的 满 值 的 连续 映射 ,区 具有 
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性 质 p, 则 了 也 具有 性 质 P。 

例如 , 设 了 是 从 拓 才 空间 工 到 拓扑 空间 了 的 一 一 的 连 
续 映 射 ,又 4C 开 而 *e4, 则 A(x)e[A(CL)]， 

证 明 设 口 是 了 (x) 的 任 一 基本 邻 域 , 则 根据 连续 映射 
的 定义 , 存在 < 的 一 个 基本 邻 域 , 使 得 7)CU。 由 于 
XEA1， 天 人 在 yx* yyEV 且 y64， 轩 而 (YE 了 (YCU. 
又 由 于 下 是 一 一 的 ,f(y) 取 (x), 扬 以 ,了 (x) 的 每 一 个 基本 
邻 域 三 包含 一 点 (2) 闫 A(x) ,了 (y)Ef(4)。 因 此， f(x)s 
£42.] 
， 3.1.3” 由 二 连续 映射 的 性 质 , 使 得 我 们 有 可 能 从 已 知 拓 
扑 构 造 新 的 折 扑 ， 如 果 我 们 有 一 个 集合 X 和 一 个 拓 种 空间 
了 ,而 有 映射 Xx 入 了 , 则 利用 六 的 拓扑 ,我 们 可 以 得 到 在 X 上 
的 拓扑 ， 这 是 第 一 种 ， 第 二 种 , 如果 我 们 有 一 个 拓扑 空间 下 
和 一 个 集合 了 , 而 / 是 从 X 到 了 的 满 映 射 ， 册 利 败 X 的 拓 
扑 ,我 们 人 以 得 到 在 了 上 的 拓扑 。 
定理 设 /是 从 集合 六 到 拓 扑 空 间 了 的 映射 ,了 为 了 
上 的 重 扑 . 则 在 芷 上 存在 最 粗 的 拓 反 ， 记 为 六 1 ) ,使 了 
成 为 连续 映射 ,拓扑 . 广 !(.9 ) 称 为 拓扑 多 的 逆 扬 守 。 

证 明 存在 瑟 上 的 拓扑 , 使 成 为 连续 映射 ， 例 如 在 
蕊 上 的 离散 折 扑 , 它 便 工 的 任 一 开 集 0 的 原 像 /71(0) 是 开 
集 , 因 而 使 / 连续 ， 但 是 , 离散 拓扑 却 是 便 了 为 连续 的 最 精 
的 拓扑 。 今 取 工 的 一 切 基 本 邻 感 D 的 原 像 严 = 广 !(C) 作 
为 了 的 基本 邻 威 。 显然, 这样 得 到 的 基 本 邻 域 的 族 是 在 开 
上 的 拓扑, 此 拓扑 是 使 为 连续 的 最 粗 拓扑 .。-] 

此 定理 可 推广 如 下 : 

定理 设 { 记 :26. 人 是 一 族 峡 射 , 都 把 集合 开 胸 入 拓扑 
空间 了 , 岂 在 了》 上 存在 最 粗 的 拓扑 ,使 每 个 户 为 连续 ， 

证 明 设 7 是 了 上 的 拓扑 结构 ， 
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T={7 ,ET}, 
对 寸 任 意 有 限 个 下 标 2 ja ……， 和 6 及 32 下 "VrE 站 取 
天 的 子 集 
PE ND) - 
作为 基本 邻 泪 . 不 难 验证 ,这 样 得 到 的 基本 邻 域 族 足 在 X 上 
的 拓扑 ,而 且 是 使 每 一 个 fi 均 为 连续 的 最 粗 的 拓扑 .] 

我 们 注意 ,在 工 上 的 折 扑 的 逆 拓 和 蕉 广 (2 ) 除 了 使 六 
到了 向 映 射 连续 外 ,还 有 如 下 重要 性 质 。 

(1 设 0 是 的 于 集 , 则 C(O) 是 A(X) 的 开 集 。 因为 
根据 据 扩 .1 ) 的 基本 邻 域 的 到 汪 , 开 集 0 是 .7 的 若干 
个 基本 郭威 的 原 象 的 并 , 因而 是 了 的 若 下 个 基本 邻 域 之 并 
Q@ 的 原 象 ， 扬 以， 六 OO)=QnmACX), 即 7(O) 开 于 .太太 ). 

如果 和 和 1 是 拓扑 空间 , 而 /是 从 六 到 了 的 映射 ,使 
开 集 之 象 仍 为 开 集 , 则 7 称 为 开 映 射 . 因 此 ; 道 拓 插 . 广 K2 ) 
使 了 成 为 从 玉 到 (NX) 的 于 上 映射 

(2) 设 和 是 六 的 闭 集 , 则 .A(C) 是 了 ( 坟 ) 的 闲 集 ， 因 为 
C" 是 开 集 ， 故 在 了 中 存在 开 子 集 Q， 使 得 “=. 广 !(Q)， 即 
C=(Q@)， 故 .AC)=ecnmnAE)， 因 而 .AcC) 周 于 
fOX), 

如 果 区 和 了 是 拓扑 空间 , 而 .了 是 从 芒 到 了 的 映射 ,使 
闭 集 之 象 仍 为 闲 集 , 则 .f 称 为 闭 映射 ,因此 , 逆 拓 扑 7!( 了 》 
使 /成 为 从 X 到 .AX) 的 闭 上 映射 

3.1.4 定理 设 .f 是 从 拓 扣 空间 XX 到 集合 Y 的 映射 ， 
六 为 在 半 上 的 托 扑 。 则 在 了 上 存在 使 /为 连续 的 最 精 的 
拓扑 , 记 为 .F.2 ) , 称 为 商 抗御 ， 

证 明 存在 集合 工 上 的 拓扑 ,使 得 了 成 为 连续 陕 射 , 例 
如 不 足 道 的 拓 捉 。， 但 不 足 道 拓扑 只 是 使 夺 为 连续 的 最 粗 的 
拓扑 .如果 上 关于 工 上 的 某 一 拓扑 为 连续 , 则 .三 关 于 每 一 
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个 比 它 组 的 拓扑 也 都 为 连续 。 那 么 .是否 存 在 使 /为 连续 的 
在 YY 上 的 最 精 的 拓 扩 ?了 的 一 个 子 集 可 , 当 旦 仅 当 它 的 原 象 
是 开拓 扑 尺 的 开 集 六 时 , 好. 了 (TT)= 了 ,UW 是 了 的 一 
个 基本 邻 域 。 如 此 得 到 的 基本 邻 域 族 显然 是 在 上 的 拓扑 ， 
它 使 成 为 连续 映射 ,并 卫 是 使 f 连续 的 最 精 的 拓扑 。] 


$2 同 胚 映射 


3.2.1 在 同一 个 集合 X 上 的 两 个 拓 四 区 1 及;, 当 
它们 确定 极限 点 的 效果 完全 相同 时 , 称 它们 为 拓扑 等 价 , 记 为 
了 了 1~ 了 Fs, 如 2.5,4 所 述 ,此 时 -<9 .F591 现在 
把 这 种 情形 略为 推广 一 下 , 设 在 集合 X 上 的 拓扑 为 六 :而 
在 集合 了 上 的 拓 盾 为 .2。 那 未 ,在 什么 条 件 下 , (X10) 与 
(了 ,Fs) 可 以 认为 本 质 上 丰 同 呢 ? 要 解决 这 一 问题 , 就 需要 
结合 前 面 学 过 的 概念 . 

首先 ,空间 三 的 点 与 工 的 点 要 能 够 一 一 对 应 起 来 ,以 了 
表示 这 一 对 应 法 则 ， 则 了 是 从 X 到 了 的 一 一 的 满 值 映射 。 
设 林 是 了 的 一 个 子 集 , 当 且 仅 当 f-1(U) 为 的 开 集 时 , 取 
如 为 了 的 一 个 基本 邻 域 , 如 此 便 得 到 在 了 上 的 拓扑 了 (. 1) 
(用 ;的 商 拓扑 )。 显 然 ,关于 拓 失 9， 的 空间 工 与 关于 商 拓 
拖 (1) 的 室 间 Y 可 以 看 作 是 本 质 上 相同 的 。 

其 次 ,如果 在 并 上 的 拓扑 29。 与 在 了 上 的 商 拓扑 
CD 等 价 ,我 们 便 应 当 认为 在 映射 / 下 ,关于 拓扑 .7 ,的 
底 记 六 与 关于 拓扑 .7 ， 的 空间 工本 质 上 是 相 同 的 。 但 是 ， 
(09 0) 与 ;等 价 意 味 荐 什么 昵 ? 一 方面 , 如 果 矿 是 了 了， 
的 一 个 基本 邻 域 , 则 是 A (1) 的 一 些 基本 邻 域 之 并 。 根据 
(1) 的 定义 ,可 知 1-1(7) 是 关于 7; 的 开 集 . 这 就 是 说 ， 
映射 是 连 绪 的 。 另 一 方面 , 如 果 如 是 关于 ,的 一 个 开 
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集 , 则 存在 .A(2 1) 的 一 个 基本 邻 起 ,使 17) 二 。 册 于 
玉 是 3 。 的 一 些 基本 邻 成 之 并 ,因而 玉 关 于 7 是 开 的 ,于 
是 ,JI)= 严 是 关于 少 。 的 开 集 。 即 f 的 泌 上 映射 广 :是 连 
续 的 。 所 以 ,我 们 得 到 如 下 的 定义 。 

定义 设立 及 了 是 拓扑 空间 ,而 :了 >Y 是 从 六 到 Y 
的 一 一 的 满 值 喘 射 ， 并且 了 和 它 的 逆 映射 了 -! 都 是 连续 喘 
射 , 则 了 称 为 园 胚 映射 或 折 扑 现 射 。 而 拓扑 空间 X 和 Y 称 

为 是 同 虐 艺 , 记 为 YX。 . 

例如 , 当 X~ 了 时 ; 醒 等 映射 这 X~ 显然 是 一 一 的 满 
值 映射 , 政 ; 有 递 映射 开设 在 了 上 的 拓 才 1 与 等 
价 , x 为 下 的 尾 一 点 ,i(x)=x, x 的 八 一 基本 邻 城 为 口 , 则 
ix) 有 一 基本 邻 域 广 CU。 反之 , 设 民 x) 的 任 一 基本 邻 域 为 
术 , 则 x* 有 一 基本 邻 域 UCF。 因 此 ,i"! 与 i 均 连 续 ， 鼓 i 是 
从 到 瑟 的 同 且 映 射 ， 因 此 ,对 于 等 价 的 拓扑 结构 , 任 一 拓 
扑 空间 开 同 它 自 己 同 豚 、 即 瑟 ~ 芒 。 

其 次 , 没 了 :了 > 了 ,f 是 从 X 到 了 的 同 胚 映 射 ， 我 们 考 
虑 它 的 放映 射 1! 显然, f-! 是 从 了 到 芳 的 一 一 的 满 值 映 
射 ,六 与 它 的 逆 映 射 /一 (. 广 1)"! 都 是 连续 的 映射 ,因而 了 
是 从 Y 玛 的 同 且 喘 射 。 所以, 如果 玉 ~ 了 , 则 Y~ 

第 三 , 设 .六 YY,g:Y~2， 广 和 = 都 足 问 胚 映射 ， 我 
们 来 考虑 5A:X >， 吉星 然 是 从 区 到 2 的 一 一 的 满 信 
映射 ,而 且 (5. 记 -= 产 15-!， 由 连续 映射 的 性 质 可 知 , 8 了 与 
《g 记 二 绝 为 连续 映射 。 所 以 ,如 果 开 ~ 也,Yw 人 则 三 ~ 和 

以 上 证 明了 同 是 关系 是 等 价 关系 .因此 ， 拓 着 空间 可 以 
接 同 胚 与 否 来 进行 分 类 , 凡 同 胚 的 拓扑 空间 归 为 同一 类 ,不 同 
古 的 拓 寺 空间 则 归 为 不 同类 ， 按 照 上 述 证 明 ， 每 一 个 拓 补 空 
间 必 属 于 一 类 而 且 只 属于 一 类 ， 

3.2.2 ”我们 来 进一步 讨论 属于 同一 等 价 类 的 拓扑 空间 
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X 及 Y， 于 和 了 的 元 素 可 能 相同 , 也 可 能 不 同 。 不 妨 设 汇 
和 了 的 元 素 相同 , 即 和 = 了 Y, 设 在 和 了 Y 上 的 丘 拌 分 别 为 
了 1 和 蔗 i:X>Y 是 从 六 到 天 的 恒 等 映 射 。 显然 是 -~ 
他 陵 拷 ， 如 果 主 是 连 绪 映 射 , 则 对 于 的 任 一 点 = 在 
,的 任 二 大 本 邻 域 可 ,存在 了 ,的 一 个 基本 邻 域 PCU. 
又 如 果 订 ! 也 是 连续 映射 , 则 对 于 X 的 任 一 点 * 在 也 1 的 任 
一 基本 邻 域 斑 :在 在 的 一 个 基本 分 域 可 CV。 所以, 如果 
i 是 同 肥 上 映射 , 则 在 .上 的 拓 拖 1 与 也 :等 价 ， 于 契 , 我 
们 证 明了 ,如 果 两 括 扑 空间 工 和 了 同 胚 , 则 除了 它们 的 元 素 
可 能 居 不 同 的 对 象 以 外 ,它们 的 拓扑 是 等 价 的 ， 所 以 ,两 个 的 
站 空间 同 县 ,就 意味 着 它们 的 二 挤 等 价 ,而 不 管 它们 的 元 素 是 
否 相同 . 因此 ,不 计较 拓扑 空 间 的 苑 素 的 多 样 性 与 复杂 性 ,我 
们 应 当 把 同 胚 的 括 扩 空间 看 成 是 相 癌 的 。 当 然 ， 这 臣 从 拓 盾 
结构 是 否 等 价 的 观点 看 问题 ， 我 们 知道 ， 拓 扩 空 间 的 概念 
各 种 具体 空间 的 抽象 ， 它 把 各 种 具体 空间 的 具体 对 象 的 多 样 
性 与 复杂 性 撤 开 不 管 ， 而 集中 注意 于 研究 它们 所 共有 的 拓扑 
结构 以 用 在 此 基础 上 的 一 系列 拓扑 性 质 ， 丘 扑 学 的 抽 依 , 深 
刻 地 反映 了 客观 现实 空间 的 拓 掉 性质 . 研究 空间 的 拓 扩 性 
质 ， 语 是 拓扑 学 的 任务 。 
如果 拓扑 空间 三 有 性 质 p, 庙 站 同 目 于 了 , 则 Y 也 有 性 
质 p, 也 就 是 说 ,性 质 刀 是 一 切 同 胚 喘 射 所 保持 不 变 的 性 质 . 
性 质 p 就 称 为 拓扑 性 质 . 例如 , 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ,aE 入， 
ACX, 而 4 是 4 的 一 个 极限 点 , 则 对 于 任 一 同 星 映 射 六 点 
(a) 是 子 集 (4) 的 极限 点 .所 以 ,一 个 点 是 一 个 子 集 的 极 
限 点 这 一 性 质 是 拓扑 违 质 . 证 明 如 下 : 如 果 点 了 (a) 不 起 子 
集 所 4) 的 极限 点 , 则 存在 f(a) 的 一 个 基本 邻 域 已 ，C 与 
.A(A) 一 {f(a)} 不 相交 .由 于 了 的 连续 性 , 点 4 有 一 个 大 本 
邻 城 7 ,使 得 AV)CU, 了 (5) 更 不 会 与 (4) 一 {了 (a)} 相 交 . 


又 出 于 广 是 一 一 的 福 值 映射 , 所 以 亚 也 不 会 与 集合 4 一 (只 
相交 ;点 4 就 不 能 是 子 集 了 的 极限 点 了 。 所 以 ,如 
黑 一 个 点 是 一 个 子 集 的 极限 点 , 则 经 过 辐 惩 陵 射 以 后 ,这 个 点 
的 象 是 这 个 子 集 的 象 的 极限 点 . 

一 个 闲 集 的 同 肽 象 仍 是 闭 集 ， 设 X 是 拓扑 空间 ,了 是 从 
的 一 个 用 子 集 ,而 /是 任 一 同 且 映射 , 则 74) 是 闭 集 ， 因 为 
(一 态 故 由 . 产 : 的 连续 性 ,证 知 /(4) 起 闭 集 . 

同 现 ,一 个 开 集 的 同 有 是 象 仍 是 开 集 . 

边界 点 也 是 拓扑 性 质 . 设 f :> 了 是 同 眶 映射 , 刀 是 信 
的 真子 集 . 而 点 < 是 集合 4 的 边界 点 , 我 们 来 证 明 f(a) 是 
了 (4) 的 边界 点 。 只 需 证 明 f(a) 的 任 一 基本 邻 域 避 既 含 有 
fC) 的 点 也 含有 fA)° 的 点 ,由 于 的 连续 性 , 存在 “的 
名 域 矿 ,使 得 f(VYCU, 而 六 霸 仿 有 4 的 点 , 又 含有 4 的 
成 。 又 由 于 了 是 一 一 的 满 信 上 映射, 故 上 既 含有 A 人) 的 点 了 世 


含有 .f(A4)* 的 点 ,因而 f(a) 是 AA4) 的 边界 点 . 


回 理 可 证 内 点 和 和 外 点 也 是 拓扑 性 质 。 

3.2.3 将 同 吓 凤 念 稍 加 变通 ,独得 天 柑 和 人 的 髓 念 。 

设 芒 及 工 是 括 扑 空 间 , 而 YY 是 工 的 子 空间 ,如果 . 广 : 
入 一 了 人 是 从 XX 到 并 的 同 豚 上 映射 , 则 三 称 为 从 蕊 到 工 的 坟 
入 映射 ,简称 为 腾 入 。 - 


§3 积 空间 


3.3.1 以 下 进一步 研究 构造 新 的 拓扑 空间 的 方法 。 
设 已 知 任意 多 个 (有限 、 可 数 或 不 可 数 均 可 ) 折 扑 空间 
1X2215 人， 考虑 这 些 基 集 的 积 集合 
X=TXNEA), 
它 由 一 易 形 如 


56 。 


x ={xat NE A, wi Xi} 
的 元 素 组 成， 
首先 定义 从 匀 到 Ye 的 投影 映射 
br 
对 于 每 个 元 素 x 一 {xa:2€.4, xx6X ,To(x) 二 xe， 妓 
MoL {ithE 1, EN 一 za 
积 集 合 的 概念 与 投影 映射 的 概念 都 是 从 现实 中 来 的 ， 经 
:过 推广 面 得 到 的 。 例 如 , 8! 是 直线 ， 而 忆 ? 二 五! < 五 ! 不 过 是 
一 平面 投影 映射 =: 是 平面 E? 的 点 向 第 一 条 轴线 鼠 ! 的 投 
影 . 而 则 是 平面 :的 点 向 第 二 条 轴线 歼 ! 的 投影 
现在 引进 积 丘 护 。 
设 在 并 上 的 拓 直 为 了 ;要 在 积 集合 
NY=N{R :21} 
上 确定 一 最 粗 的 拓扑 结构 ,使 每 个 投影 映射 x; 为 连续 ， 
六 应 该 怎样 ? 
对 于 任 一 下 标 164 以 及 学 :的 任 一 基本 邻 域 玉 ;, 号 虚 
扩 在 二 下 的 原 象 (大 CC, 显 殉 
MAF) {x ER ,0 YEL 72} 
于 是 对 于 工 的 任 一 有 限 子 集 U 7 MetC 1, 设 
下 ,是 :了 7 的 任 一 基本 邻 域 ， 
;是 7;, 的 任 一 基本 邻 域 ， 
是 也 ;的 任 一 基本 邻 域 . 
取 有 限 交 和 集 
ni (V2 Na TN Na (2,) 
作为 积 拓扑 .7 的 一 个 基本 邻 域 ， 如 此 得 到 的 基本 邻 域 的 族 
区 
TF =r (VMN a; ) 2 ha ee, 


BEL PET NY 
显然 是 在 玉 上 的 抵 朴 , 它 是 便 每 个 zi(XEA) 为 连续 的 最 粗 的 
据 搜 , 称 为 (F314€- 信 的 积 据 扩 . 拓 站 空间 (和 ,7 ) 称 为 { (Xi， 
了 046- 分 的 积 空间 记 为 (X= :06 他。 

例如 , ?三 ?x 下"。 积 折 朱 的 基本 邻 域 布 无 限 个 , 但 只 
有 三 种 类 型 ， 一 种 是 平行 于 楼 抠 的 长 条 浩 ; 另 一 种 是 平行 于 
纵 玫 的 长 条 囊 ; 第 三 种 是 各 边 平行 于 纵横 畏 的 开 矩 形 域 ， 这 
样 的 基本 邻 域 族 是 51 与 召 ! 的 平常 拓扑 的 积 拓 扑 。 

从 积 实 间 的 定义 可 知 ,如 果 G 古 积 空间 

11 (X27 )) :he 
的 开 子 集 , 则 对 于 任 一 ee.1,ze(G) 是 互 。 的 开 子 集 ， 也 就 是 
说 ,每 一 个 投影 映射 re 都 是 开 上 映射， 因为 , 当 G 是 基本 邻 域 
“时 ,Te(G) 显 然 是 下。 的 基本 邻 域 或 者 是 环 。, 因 而 是 开 集 . 当 
是 若干 个 基本 邻 域 之 并 时 , zz。(G) 是 车 于 个 基本 邻 域 之 并 
或 拉 <, 因 而 也 是 下 集 、 

其 积 空间 的 定义 ， 显 见 每 个 投影 映射 re 都 是 过 续 映 射 . 

3.3.2 定理 设 /: 了 >f]{X;:4€A}， 当 且 仅 当 对 于 每 
个 4EA ,rwf :Y> Xs 均 为 连续 时 ,J 是 连续 的 。 

证 明 如果 /连续 ,由 于 re 是 连续 的 , 则 对 于 Xs 的 任 
一 点 Ye 的 任 一 基本 邻 域 可 ,存在 下 中 点 zat(xw) 的 一 个 基 
本 邻 域 太 , 使 ze(7)COU, 又 由 于 J 连续 ,因而 在 了 中 存在 
点 .三 :al(xe) 的 -个 基本 邻 域 玉 ， 使 得 (TV)CF， 所 以 
Naf(1V)CTT, 因 而 fof 是 连续 的 . 

及 之 ,如 果 对 于 每 个 ,taf 均 为 连续 , 则 对 于 尺 。 的 任 一 
开 集 Ues(zref)"1(5。) 为 Y 的 开 子 集 , 而 且 

of UV)= faa Ve)], 
由 于 2KEe) 为 X=[TIHXi:hE.41 的 开业 所以， 对 于 形 和 如 
za) 的 开 集 ，. 广 工 rz(Ee)] 是 站 集 , 但 是 ,根据 积 拓扑 的 
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定义 ,六 的 任 一 开 集 G， 不 过 是 形 如 zz!(Ze) 的 开 集 的 有 限 
交 之 任 浴 并， 根据 1.3.5 的 定理 , 可 知 . 广 (G) 是 形 如 
. 广 [[rat(Ie)] 的 有 限 交 之 任意 并 , 因而 仍 是 了 的 开 集 。 所 
以 了 是 连续 的 .] 

3.3,3 积 空间 的 子 集 的 闭 包 ,有 如 下 性 质 . 

定理 ”如 果 4 是 抵 持 空间 天 的 子 集 ， 了 是 拓扑 空间 工 的 
子 集 , 则 了 x=AxB. 

证 明 由 于 mx 与 Ar 的 连续 性 , 且 

XTx(AxB)=A, 


Azr(AxB)=B, 
故 得 (根据 3.1,1) . 

nr(AxB)ICA, 

mr(AXBICE, 
由 此 ， 

AXBCAxE, 


现在 证 明 2x 了 CAxB , 设 (x, y)E4 xB, 则 x€4 ,yp 
因此 ,对 于 x 的 任 一 基本 邻 域 避 与 》 的 任 一 基 域 声 ,f 站 4 天 
$ 并 和 了 3 天 和 。 它 们 所 生成 的 (x, y) 的 基本 邻 域 皆 与 4xB 相 
交 , 因 而 (x, y)E4xB， 
这 就 证 明了 AxB=ZAxB.] 
此 外 ,还 有 如 下 定理 ， 
”定理 设 X 和 了 是 拓扑 空间 , f:X-> 了 是 从 3 到 了 的 
映射 ,以 五 (x)=(x, f(x)) 定 义 一 映射 
F:X>XxY, 
则 当 且 仅 当 五 是 从 下 到 革 x 了 的 子 空间 
G=—{(a, f(a)) aEX}y 
的 同 胚 映 射 时 ,. 为 连续 映射 。 
证 明 如 果 吾 是 人 失态 到 G 的 同 胚 映射 , 则 根据 3.3.2 
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的 定理 , 映射 xrF: 开 >Y 是 从 世 到 了 的 连续 有 映射. 且 
tr 了 (x) 二 f(x), 由 此 wz 下 二 ff, 所 以 连续。 
之 , 设 是 连续 映射 由 于 tx: 久 x 了 > 和 是 连续 肌 
射 , 故 xx 的 限制 (rz)e 十 连续 的 ， 
而 且 
(zx)e(z, f(x))=*. 
所 以 , (rz)e= 五 "5 因而 下"! 是 连续 的 .FF 显 然 是 从 和 到 G 
的 一 一 的 满 值 有 映射 。 所 以 ,我 们 只 需 再 证 丸 是 连续 的 . 
今 以 Tex) 二 Tx-(x， f(x))]=x 定义 映射 

AIE :四 之 夏 ， 
则 xxF 是 在 民 上 的 重 等 映射 , 因而 一 定 是 连续 的 . 又 以 
r(x) 一 xr[(x， (x))]==.f(*) 定 义 映 射 

NrF :XY, . 
则 zy 下 二 了。 而 根据 假设 /是 连续 的 ,因而 wy 是 连续 的 。 
所 以 , 根据 3.3.2 的 定理 , 可 知 了 是 连续 的 ， 因 而 证 明了 忆 
是 同 胚 映射 .] ， 


S4 同 伦 
3.4.1 为 了 得 到 拓 外 性质, 不 但 要 研究 同 胚 脆 射 ， 往 往 
还 要 研究 问 伦 映射 与 合 痕 上 映射。 


定义 ”以 / 简 记 单位 区 间 0<t<1, 如 果 连 续 映 射 的 族 
J 站 -> 了 ,对 于 xEX 及 EI 同时 为 连续 , 则 过 续 有 映射 族 疡 称 
为 伦 黎 .ft 对 于 xEX 及 xz 同时 连续 的 意思 是 说 
F(x fiXxI>Y 


为 连续 映射 。 
设 fo，f1:->Y 了 是 从 丘 秆 空间 不 到 了 的 连续 映射 , 如 
果 存 在 伦 移 
60 。 


F(x,t) :KxI— SY, 
使 得 《x,0) 二 .fosyF(x,1) 三 六， 则 称 /与 六 同 伦 , 记 为 
六: 与 一 > 了 。 

3.4.2 我们 来 证 明 , 从 芝 到 了 的 所 有 连续 映射 可 按 间 伦 
关系 分 成 车 于 等 价 类 ,每 个 等 价 类 叫 作 一 个 同 伦 类 . 

定理 ”从 XX 到 Y 的 所 有 连续 映射 的 同 伦 关系 之 是 (1) 自 
反 的 ,(2) 对 称 的 , (3) 可 递 的 . 

证 明 (了 ) 设 下 一 >Y ,我 们 定义 伦 移 

F(x, txI— SY 
为 F(z,2)= f(z), F(x,0)= fx), F(x,1)=.f(x). 
数 f 之 f。 

(2) 设 f~g :一 > 了 , 伦 移 为 F(x,t):X xI 一 >Y, 即 
Px, 0)= f(r), F(x,1)=g(x), 全 F(x,t)=F(x,1—t) 
得 新 的 伦 移 F XxI 一 >Y, 则 六 (x,0)=g{x), 而 /x, 1) 
一 (xz)。 改 Se 、 

(3) 设 fs 一 > 了 ，ScR: 一 >7Y， 伦 移 分 别 为 
Px DRXIT—3T7 及 Gx, 1) :XxXI—— 7; 即 

F(x,0)= f(x), F(x,1)=8(x); 
G(x,0)=e(#), G(x,1)=h(x), 
我 们 定义 一 新 的 伦 移 Hx,t): 和 x1 一 > 了 为 


F(x,21) 0<t< 证 ， 
| 
Gz,22—1) 本 ses3 


则 最 见 太 (x,0)= 了 (z), 丽 日 (x, 1 一 zx)， 故 .fcz 】 
3.4.3 ”连续 映射 的 问 伦 ,有 如 下 重要 性 质 。 
定理 设 fo 之 /1 一 >Y,g8:Y 一 > 万 ,h:2 一 XX 则 


有 
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gfo~sfi:X-— FB, 
For Pa 一 > 
证 明 设 . 刀 完 六 :X 一 2 了 的 伦 移 为 :XxT 一 >Y. 则 
3: 了 XT 一 为 gn 与 8 了 1 的 伦 黎 ， 故 gfo~eJj1. 又 
定义 H(z,t)=F(h(z),t), 2EZ,1E7, 则 
HiZxTI— yr 
是 fok 与 .i 的 伦 移 , 数 fo 之 fy 】 
3.4.4 关于 恒 等 呐 射 与 常 值 映 射 的 同 伦 问题 . 
定义 没 . 访 . 广 : 天 一 > 了 ， 方 是 一 个 常 值 映 射 ， 即 
万 ( 民 ) 是 工 的 一 个 点 ,如果 琅 ~ 广 , 则 称 . 疡 零 从 
又 ,如 果 拓 扑 空间 X 的 和 等 映射 ix:X 一 > 下 是 零 伦 的 ， 
也 就 是 与 一 个 常 值 映射 同 伦 , 则 拓扑 空 间 X 称 为 可 缩 的 ， 
3.4.5 现在 从 同 伦 的 观点 研究 一 下 拓 扩 空间 的 分 类 问 
题 . 
定义 设 和 ,了 是 拓 扩 空间 ,如果 存在 连续 映射 天: 
X 一 了 及 gi:Y 一 >X, 使 得 
8 了 :一 访 革 与 恒 等 映 射 iz: 开 一 >X 同 伦 ， 
.fg8: 了 一 >Y 与 恒 等 映 射 z: 工 一 > 工 问 伦 ， 
则 称 瑟 与 工 为 同 伦 型 , 记 为 和 <。 , 
在 上 述 同 伦 定义 中 的 g 称 为 .六 的 同 伦 北 (当然 .也 可 称 
为 g 的 同 伦 逆 ),/ 称 为 从 及 到 了 的 一 个 同 伦 等 价 . 而 及 
总 叫 作 一 对 同 伦 等 价 。 
要 注意 ,如 果 开 与 了 同 肽 , 了 是 从 X 到 了 的 同 胚 映射 ， 
划 有 逆 映 射 广 ?: 了 > 下 ,使 得 
和 一 > 三 及 随访 开 一 > 也 
均 为 恒 等 陕 射 。 显 见 下 与 Y 同 伦 .因此 , 同 伦 等 价 概念 是 
同 厦 概念 的 一 种 推广 ， 
3.4.6 定理 ”拓扑 空间 的 间 伦 型 具有 自 反 性 、 对 称 性 与 
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可 递 性 。 

证 明 显然 有 X 之 入。 又 如 果子 之 了 , 则 了 之. 故 还 
天 证 可 逆 性 . ， 

设 /> 了 ,5 江 一 ?> 瑟 使 得 58 一 王 开 -> 王 /5 一 
FY 了 ; 又 没 w: 了 Z，v;ZL 一 了 使 得 wu 之 i: 了 一 > 
Y, uv 之 i;4- 下 ZZ， 沽 谍 连 续 澳 射 4: 全 一 ZF， g0:2- 一 >》 
X。 由 3.4.3, 因 vu~i: 了 一 > 了 7, 得 gvu 之 g: 了 一 > 于 , 且 
304f 人 8/ :和 一 祖 了 X， 但 是 gf 之 i: 信 一 > 多 ,因而 由 3.4.2， 
gvuf 和 ii 了 一 >X， 同 理 得 wfev 守 wwii:Z -一 ZF 于是， 
zx 了 是 从 XX 到 攻 的 一 个 同 伦 等 价 ， 而 82 是 wf 的 一 个 同 伦 
逆 . 所 以 ,XZ. ] 

3.4.7 在 研 究 拓扑 性 质 时 ,除了 要 用 同 伦 以 外 , 有 时 还 
要 用 合 痕 ， . 

定义 设 了 1: 了 一 > 了 为 伦 移 ， 如 果 对 于 每 个 1 了, fs 
是 从 六 到 了 的 同 胚 , 则 fi; 称 为 从 邓 到 了 的 合 疫 。 

又 , 设 fof1:X 一 >Y 是 从 到 了 的 同 胚 ,如果 存在 合 
痕 /XX 一 > 了 , 则 称 fo 与 | 合 疫 。 


习 题 

1, 没 攻 = 了 是 一 切实 数 的 集合 , 在 了 上 的 拓扑 是 平常 的 拓扑 元， 
而 所 we 一 > , 试 求 了 玫 )。 

2. 设 放 xX 一 了 5: 了 一 >2Z。 所 8g 均 为 连续 映射 , 则 gf 亦 为 连续 
映射 。 

3. 设 天 了 一 > 了 为 运 续 , 且 ZC 为 卫 的 子 空 间 , 证 明 开 的 限制 
fz:Z 一 YY 也 是 连续 映射 。 

4. 设 产 XX 一 了 ,如 果 在 及 上 的 拓 挤 是 离散 的 拓扑, 则 是 连续 
的 。 

5, 设 X 一 >Y, 如 果 在 了 上 的 拓扑 是 不 足 道 的 拓扑 , 则 了 是 送 
续 的 . 


6. 设 产 一 > 了 ;93 是 在 六 上 的 折 扑 , 7s 是 在 王 上 的 折 扑 ， 证 
骨 当 五 仅 当 玉 FD) 和 了 Fs 时,f 为 连续 。 

7。 证 明 ， 所 对 一 > 了 为 间 旺 ， 当 及 仪 当 了 是 一 一 的 满 逢 连续 的 闭 
映射 。 

8. 证 明 ， ;一 >Y 为 同 且 ， 当 息 仅 当 了 是 一 ~- 的 席 基 连续 的 开 
映射 。 

9. 设 妈 让 实数 空间 ， 在 其 上 定义 了 平常 拓扑 ， 酌 一 至: x 五 ! 是 积 
空间 ,加 的 丁 集 

ER={(%, 1) 396 盏 1 

是 玛 的 地 空间 ， 试 证 明 旦 与 亚 同 胚 ， 

10， 证 出 ， 折 朴 空间 下 是 可 编 的 , 当 且 仅 当 芷 与 有 一 点 组 成 的 空 
间 囊 伦 。 

11， 对 每 个 xE, 令 广 #) 二 s， 证 明 从 (了 ) 到 (X97*) 的 恒 等 映 
射 是 连续 的 , 当 且 仅 当 了 了 * 字 了。 


时 


第 四 章 连 通 性 


S$1 连通 集 


4,1,1 连通 性 是 直觉 观念 “ 连 成 一 块 ” 的 数学 抽象 ， 连 
通 性 的 反面 就 是 分 离 性 . 分 离 性 就 是 直觉 观念 “不 连 成 一 贝 ? 
的 数学 抽象 .要 注意 ， 连 成 一 块 或 不 连 成 一 块 是 一 种 现象 ， 
这 种 现象 所 反映 的 本 质 是 什么 呢 ? 也 就 是 说 ， 连 成 一 块 与 不 
连 成 一 块 的 本 质 区 别 在 哪里 ? 极限 点 的 概念 适 足以 解决 这 一 
问题 。 

定义 设 4 及 召 是 拓扑 空间 的 两 个 不 空子 集 ， 如 果 4 及 
?不 相交 , 且 4 不 含有 B 的 极限 点 ，B 也 不 含有 4 的 极限 点 ， 
则 子 集 及 B 称 为 是 分 离 的 ， 也 就 是 说 , 当 且 仅 当 

ANB=Af\B=BN A=$, 4AF:9, Be 
4 及 B 是 分 离 的 。 当 且 仪 当 一 个 集合 不 是 两 个 分 离 的 集合 之 
并 时 ,这 个 集合 称 为 是 连通 的 ， 

在 任 -拓扑 空间 中 ， 任 意 一 个 点 所 成 的 单 点 集合 是 连通 
的 .在 离散 拓扑 空间 中 ,任意 两 个 以 上 的 点 所 成 的 集合 都 是 分 
离 的 , 正 因为 这 个 原因 ,这 种 拓扑 结构 称 为 离 数 的 。 在 不 足 道 
的 拓 扩 空间 中 ,任意 一 个 不 空 的 集合 都 是 连通 的 。 

4.1,2 根据 分 离 集 的 定义 , 设 4, 8 分离; 而 41，B1 分 
别 是 4, 了 3 的 不 空子 集 , 即 41CC4,B1CB, 则 和 丸 与 Bi 是 分 离 
的 . 因为 ,B 已 经 不 包含 4 的 极限 点 , 故 B1 更 不 含有 4 的 极 
限 点 ,同样 , 41 也 不 可 能 含有 Bi 的 极限 点 。 

4.1.3 ”为 了 进一步 认识 连通 性 的 条 件 ,我 们 还 要 掌握 一 
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个 概念 . 设 巨 是 拓扑 空间 了 X 的 一 个 子 集 , 4 是 巨 的 一 个 子 集 ， 
当 生 仅 当 4 包 含 自己 的 一 切 属于 EE 的 极限 点 时 ， 集 4 称 为 团 
于 了 ,也 就 是 说 , 当 且 仅 当 

A'MNECA 
时 , 式 闵 于 五 。 同 理 , 当 旦 仅 当 久 一 4 闭 于 EE 时，4 称 为 开 二 
E, 

刀 .1.4 ” 设 五 是 一 个 不 连通 的 集 , 则 它 是 两 个 分 离 了 集 之 
并 , 即 互 =AUB。 国 为 8 不 含有 和 的 极限 点 , 可 知 4 的 一 切 
属于 互 的 极限 点 也 必 含 于 4 ， 因 而 4 闭 于 巨 。 同 理 ，B 也 闭 
于 五 ,因而 4 开 于 巨 ， 所 以 , 如 果 召 是 一 个 不 连通 的 集 , 则 五 
含有 一 个 真子 集 既 闭 于 殖 也 开 于 五 . 

反之 , 设 4 是 五 的 真子 集 , 既 开 于 巨 , 又 闲 于 E, 记 8 一 
瑟 一 4 当然 ,也 闭 于 巨 , 则 由 名 二 4UB 可 知 4 与 8 是 分 
离 的 , 因而 五 不 是 连通 的 . 这 样 ,我 们 就 证 明了 以 下 的 定理 . 

定理 ” 当 生 仅 当 一 个 集合 羽 没 有 真子 集 既 闭 于 五 又 开 于 
五 时 ,这 个 集合 互 是 连通 的 。 

4.1.5 关于 连通 集 , 有 一 系列 重要 性 质 ， 

定理 ”连通 集 的 闭 包 是 连通 集 . 

证 明 设 五 是 连通 集 ， 加 果 它 的 闭 包 不 连通 ， 那么 
AUB, A 与 8B 分离。 于 是 

E=~ENE=(ENAU(ENB). 
到 站 4 不 能 是 空 的 ,否则 慷 = 玉 站 BCB。 由 B 闭 于 五 而 基 是 
闭 的 , 故 刀 的 一 切 极 限 点 都 属于 B, 因而 B 是 闭 集 . 但 是 , 这 
样 一 来 , 刻 忆 3, 这 是 不 可 能 的 。 因 此 EMA4z$, 同 理 EE 人 8 
隆 $, 叉 由 ENACA4,ENBCB, 可 知 ENNA4 与 EB 分 离 ， 
放 互 不 连通 ,这 是 不 可 能 的 ， 所 以 琴 是 连通 的 .1 

4.1.6 定理 ”一 个 连通 的 集合 ,如 果 含 于 两 个 分 离 的 集 
合 之 并 , 则 这 个 连通 集 只 含 于 其 中 之 一 
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证 明 设 万 是 连通 的 ， 集 4 与 互 分 离 ， LECA4UB, 则 
E=(RNAU(ENB). ENACA ENBCE, 4 与 有 
分 离 , 因 此 , 旭 果 王 人 4, 卫 人 了 3 关 #， 则 吾 就 不 是 连通 的 . 
所 以 , 召 和 4 一 由 或 者 五 太刀 = 区, 二 者 至 少 有 一 。 设 吾 们 二 
包 ; 则 五 二 EB, 可 知 忆 CB 间 理 ,如 果 互让 如 = 区, 草 五 一 
ENA, 可 知 ECA, ] 

4.1.7 由 .上述 定 理 排出 ， 如 果 中 是 连通 集 而 
五 CCCE， 则 也 是 连通 的 ， 因为， 如果 C 不 连通 ,C= 
U8, 4 与 8 分 离 , 风 玉 C4 或 CB, 二 者 必 居 上 一 。 如果 
玉 C4, 则 五 A, 于 是 名 CH。 由 CCE 可 知 4CE, 因而 
了 = 五 。 既 然 马 不 含有 4 的 极限 虑 且 与 4 不 相交 , 故 8 一。 
同 理 ,如 果 CB, 则 =B，。 这 是 不 可 能 的 。 所 以 C 为 连通 . 
特别 地 , 当 C= 豆 时 ,也 是 连通 的 ,这 就 是 4,1,5 的 定理 。 

4.1.8 定理 设 忆 是 拓 提 空间 XX 的 不 空子 集 , S 是 入 
的 一 个 连通 集 , 如 果 8 与 吾 相交 , 且 与 六 一 上 相交 , 则 5 与 EE 
的 边界 集 五 " 相交 。 

证 明 因为 8 一人 3 让 吾 )UCSD 吾 *)， 由 S 的 连通 性 二 知 
不 空 集 5 作 EE 与 SNE* 不 可 能 分 离 , 因 而 

[(SNEYN(SNES)IUICSN EN (SNE)AS. 
显然 


(SNE)YCE’, (SNE YC(E)Y’, 


所 以 
[ENSNE IULSNENCGE') AS. 
即 
SNLCENEYIU(EN(E'))]S. 
而 


LIENE IULEN(E')] 
不 过 是 集 互 的 边界 集 而 已 。 所 以 ， 过 通信 .8 必 含 有 包 的 边界 
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点 . ] 
4.1.9 ”连通 性 不 但 是 拓扑 性 质 ,而 且 是 任意 连续 映射 保 
持 不 变 的 性 质 ， 
定理 ”连通 集 的 连续 象 是 连通 集 
证 明 设 了 :一 >Y 是 从 折 扑 空间 X 到 括 并 空间 了 的 
连续 映射 , 忆 是 的 连 道子 集 , 要 证 了 =./() 是 连通 的 . 设 
了 不 连通 , T=A1U Bi， 41 与 Bi 分 离 . 设 小 在 忆 的 原 象 为 
4, 即 
A={p:pEE, f(pYEAY, 
设 B1 在 E 的 原 象 为 B, 即 
B={p:pEE, f{p)EB1)}, 
出 五 三 AU 加 。 由 于 A 与 不 帘 不 交 , 帮 4 与 也 不 空 不 
交 。 因为 鼠 是 连 遂 的 , 故 4，B 中 必 有 一 个 包含 另 一 个 的 极 
限 点 ， 设 a4 且 a€8', 当然 .f(a)e 如。 又 设 六 是 .A(e) 的 
任 一 基本 邻 域 , 由 于 /的 连续 性 , 必 容 在 4 的 一 个 基本 邻 域 
唔 ,使 得 f(D)CF。 因 为 x 是 B 的 极限 点 , 故 上 含有 的 一 
点 5 当然 (5)eB1， 歼 六 含有 81 的 一 点 (2)， 于 是 ,点 
f(a) 是 集 Bi 的 极限 点 ,而 这 是 不 可 能 的 .] 


52 连 道 区 


4.2.1 当 一 个 集合 不 连通 时 ,我 们 自然 地 想 要 了 解 这 个 
集合 的 分 块 情 况 。 

如 设 互 不 连通 ,x 是 子 集 忆 的 一 个 点 , 则 巨 的 包含 x 的 一 
切 连通 子 集 的 并 集 Cs 必 是 连通 的 。 因为 如 果 Cx 二 4UB, 而 
所 与 8 分 离 , 则 x 或 者 属于 4, 或 者 属于 B。 如 果 xE.4, 则 根 
所 4.1.6 的 定理 , 马 的 一 切 包含 * 的 连 道子 集 全 都 包含 在 4 
中 ,这 样 一 来 ,CxC4, 由 下 得 8 ==$, 这 是 不 可 能 的 。 所 以 Cx 


必 是 连通 的 。 因 此 ,我 们 得 到 

定义 设 X 是 一 拓扑 空间 ,87 是 X 的 子 集 ,>eM， 央 M 
的 一 切 包含 点 * 的 连通 子 集 之 并 (* 称 为 M 内 包含 点 x 的 
连通 区 . 

显然 ,M 的 包含 点 x 的 连通 区 Cx 是 M 的 包含 点 x 的 极 
大 过 通 子 集 . 

4.2.2 ， 设 呆 内 包含 点 罗 y 的 连通 区 分 别 是 Cx 和 Cy。 
如 Cs 与 C; 相交 ，Cz 站 Cr 天 和 则 Cz=Cy， 也 就 是 说 ,内 
的 两 个 连通 区 如 果 相 交 就 完全 重合 。 因 为 如 果 点 zeCxmiCy， 
则 CsUC, 必定 是 连结 的 。 否则 

CxUC,= AUB, 

而 “与 互 分 离 ， 如 ze 则 CxC4CC4。 同 理 , 如 =zEB， 
出 Cz 与 Cy 必 同时 含 于 B 。 这 都 是 不 可 能 的 。 因 此 CxUC， 
为 连通 集 ， 由 于 连通 区 (是 含有 x 的 35 的 极 大 连通 子 集 ， 
因而 CxDCxUCy, 故 CxDCs,。 同 理 Cy 二 Cz。 所 以 得 Cx= 
Go 

4.2.3 ”从 上 述 内 容 可 知 , 拓扑 空间 的 子 集 My 分 为 互 不 
相交 的 连通 区 , 集 M 就 是 这 些 连 通 区 的 并 ， 设 连通 区 Cx 与 
连通 区 C, 不 相交 ， 我 们 来 证 明 C 与 Cy 互相 分 离 。 只 适 还 
明 Cx 不 含有 Cy 的 极限 点 ,Cy 也 不 含有 Cs 的 极限 点 。 

根 若 Cs 含有 一 点 = 是 Cs 的 极限 点 ,区 

CTCr Uz}CC, 

根据 上 面 所 述 关于 连通 集 的 性 质 , 可 知 CU{z} 也 是 到 的 连 
通 子 集 ， 因 而 CxUfciCCx， 这 与 Cx 的 极 大 性 矛盾 。 所 以 ， 
cy 不 可 能 含有 C4 的 极限 点 ， 同 再，Cx 也 不 可 能 含有 cy 的 
报 限 点 。 这样, 我 们 便 证 明了 , 托 扑 空间 的 每 一 个 也 集 都 是 若 
十 个 两 两 互相 分 离 的 韦 通 集 的 并 ， 而 每 一 个 这 样 的 连通 集 就 
是 -- 个 连通 区 。 
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4.2.4 我 们 来 进一步 证 明 , 设 % 是 拓扑 空间 大 的 子 
集 ， Cx 是 用 的 包含 点 x 的 连通 区 ， 则 (> 闭 于 开 。 又 如 果 
Cx 是 下 的 包含 x 的 连通 区 , 则 Cx 龙 闲 集 ， 

因为 ， 如 果 (x 是 13 内 包含 点 * 的 连通 区 ， 则 Cs 是 在 
了 H 内 包含 点 * 的 极 大 连通 子 集 , 因而 除 Cx 外 , 24 的 其 他 的 
点 不 再 是 Cx 的 极限 点 ,所 以 Cx 闭 于 37 .如果 8 一 瑟 ， 世 就 
是 议 ,Cx 是 羡 内 包 信 点 4 的 连通 区 ,由 于 Cx 是 空间 苹 内 包含 
点 + 的 极 大 连通 子 集 ， 芍 在 Cx 外 不 具有 Cs 的 极限 点 。 所 
以 , 当 了 肛 二 于 时 ,Cs 是 空间 入 的 内 集 ， 

4.2.5 既然 集 37 的 连通 区 闭 于 集 村 ， 那 来, 是 否 一 定 
开 于 集 开 呢 ? 不 一 定 ， 

例如 , 设 EE! 是 平常 拓扑 的 直线 空间 , 吾 : 的 子 集 

37= :是正 收 数 } U0} 、 


的 一 个 连通 区 是 40}, 但 {0} 并 不 开 于 M。 
从 这 个 例子 还 可 以 看 出 , 集 开 分 为 可 数 个 连通 区 : {0}， 


GD ,人 … 这 可 雪 个 连通 区 昌 维 时 两 两 让 相 分 


离 的 ,但 是 , 回 道 区 {0) 与 其 余 的 连通 区 之 并 ft, 村 ,于 ,人 大 


不 分 离 ,因为 虚 0 是 了 集 所 ,二 ,二 ,| 的 报 限 点 ， 


从 上 述 内 容 可 见 , 当 拓扑 室 间 和 具有 无 限 多 个 连通 区 时 ， 
每 一 个 连通 区 未 必 是 开 的 ,但 是 ， 如 果 拓 扑 空间 居 只 有 有 限 
:个 连通 区 , 则 每 一 个 连通 区 既 开 且 闭 ， 


§ 3 连通 的 子 空间 与 积 空间 
4.3,1 设 了 是 一 个 拓扑 空间 , 在 Y 上 的 拓 扩 为 了 。 文 


0 


是 Y 的 子 空间 ,诱导 拓扑 为 人。 而 是 X 的 子 集 . 

如 果 巨 是 六 的 连通 子 集 ， 我 们 来 汪 明 巨 也 是 了 的 过 通 子 
集 . 假设 相反 ,& 不 是 的 连 道子 集 , 则 互 = AUB，4 与 8 不 
空 ,不 灾 , 每 一 个 部 不 含有 另 一 个 的 极限 点 。 由 于 如 是 X 的 连 
通 子 集 , 故 4 或 B 必 含有 另 一 个 的 极限 点 ， 设 4 含有 一 点 a 
是 互 的 极限 点 , 则 a 的 住 -~ 基本 邻 域 必 含 有 8 的 点 ， 但 a 在 
区 的 任 一 基本 邻 域 都 是 的 一 个 基本 邻 域 与 xX 的 交 
DNX, 既 然 5NX 含有 8 的 点 ,当然 5 也 含有 B 的 点 这样 
一 瑟 , 点 «在 拓 盾 .7 中 的 每 一 个 基本 邻 域 均 与 6 相交, 可 见 
点 “在 拓扑 空间 中 是 妃 的 极限 点 ,这 是 不 可 能 的 。 

反之 ,如 果 已 是 莹 的 连通 子 集 , 则 已 也 是 子 空间 天 的 连通 
子 集 ， 因 为 , 如 果 至 在 居中 不 连 道 , 则 召 = 4U B，-4 与 总 不 
空 ,不 交 , 每 一 个 不 含有 另 一 个 的 极限 点 ， 又 由于 吾 在 工 中 过 
通 ,大 4 与 B 不 分 离 。 如 设 4 有 一 点 4 是 8 的 极限 点 , 则 对 于 
六 的 每 一 个 a 的 此 本 邻 域 听 均 与 互相 交 , 于 是 , a 在 X 的 每 
一 个 基本 邻 域 已 站 X 都 与 相交 ,可 见 点 «在 子 空间 六 中 仍 
是 妞 的 极限 点 , 故 -4 与 互 不 分 离 。 这 是 不 可 能 的 。 

总 之 ,我 们 证 明了 ,一 个 集 的 连通 性 具有 绝对 的 性 质 。 
此 ,我 们 考虑 集合 已 的 连 道 性 , 可 以 在 整个 空间 中 讨论 , 也 可 
以 在 包含 屎 的 子 空间 中 讨论 ,甚至 可 以 只 讨论 子 空间 巨 。 


.4.3,2 定理 积 空间 Xx.Y 是 过 通 的 , 当 且 仅 当 每 一 个 。， 


因子 空间 X,Y 是 连通 的 。 . 

证 明 ”如果 积 空间 卫 x 了 是 连通 的 ， 则 也 XY 的 连续 象 
Nx( 下 x 了 ) 一 下 以 及 wv(X x 了 )= 了 仍然 是 连通 的 . 

反之 , 如果 及 了 是 连通 的 ， 在 积 空间 X x 了 中 任 取 两 
点 (x, 9) 及 (x*，y*)， 积 空间 XxY 的 子 集 {x}xY 及 福 x 
fy*} 分 别 与 7 及 处 同 胚 ,因而 都 是 连通 的 , 它们 有 一 个 公共 
点 (4，y*), 因 而 并 集 
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{tx} x YUXx{y} 
也 是 连通 的 。 由 于 (x, y)efxz x 了，(x", y*)EXX xf 是 积 
空间 入 xY 的 任意 两 虚 , 所 以 积 空间 Xx 了 是 连通 的 .] 
4.3.3 ”上 述 定理 不 难 推广 至 任意 多 个 空间 的 积 空间 . 
定理 ” 积 窄 间 TfX:4€-11 是 连通 的 , 当 且 仪 当 每 一 个 因 
子 空间 X; 都 是 连通 的 。 
证 明 如果 积 空间 [I{X2:4€.1} 是 连通 的 , 则 经 过 投影 吴 
射 后 得 到 的 因子 空间 
Hl KahEA} = Xe 
每 一 个 都 是 连通 的 . 
反之 ， 旭 果 每 一 个 因子 空间 XY; 是 连通 的 ， 我 们 来 证 明 ， 
空间 了 和 Xi:2E€.4} 也 是 连通 的 .为 中, 设 a 二 fax:4€.4 maEXi 
是 积 空间 的 任 一 点 ， 又 设 积 空间 包含 此 点 的 连通 区 为 C。 只 
需 证 明 积 空间 的 任意 一 点 志 属 于 C. 
任 地 一 点 z=fxi2E<， waEX 计 及 包含 此 点 的 一 个 基本 
邻 域 、 


设 


U=xa (VN TN ar,), 
其 中 i, 是 点 x, 在 空间 i, 的 任 一 个 基本 邻 址 ,i 二 1,2,……， 
在 上 中 任 取 一 点 a ,使 
A/ = {ra hE A aK hh hh ,x 
注意 积 空间 的 子 集 和 ， 
A=TH{ XNEA, Eh 时, X= fa}}y 
了 必 同 时 包含 点 a 及 a ,由 于 子 集 4 与 积 空间 
EE 
同 是 , 娩 然 Xu x 开 xx x Xa 是 连通 的 (4.3.2 不 难 推广 
到 有 有 限 积 ), 故 子 集 -f 也 是 连通 的 。 -4 包含 点 < 因而 整个 区 含 
于 5 。 因 而 连 道 区 CC 也 包含 点 a ， 这 就 证 明了 点 * 的 任 一 
2 


基本 邻 域 U 含有 C 的 一 点 ， 由 于 是 极 大 的 连通 子 集 ， 所 以 
点 xEC, 否 则 CUL{x} 仍 为 过 通 集 , C 就 不 可 能 是 极 大 的 连通 
子 集 7, ] 


§ 4 局 部 连通 性 


4.4.1 一 个 拓扑 空间 ， 虽 然 束 个 地 说 来 不 是 连通 的 ,但 
是 局 部 地 看 来 却 可 能 是 连通 的 . 

定义 ” 设 关 是 拓 失 空间 ,如 果 点 aE 的 每 一 个 基本 邻 域 
都 包含 点 < 的 一 个 连通 的 开 邻 域 ， 则 称 拓 趟 空间 X 在 点 < 是 
局 部 连通 和 的。 如 果 空 间 芯 在 每 一 点 都 局 部 连通 , 则 称 X 是 局 
部 连通 的 。 

换 包 活 说 ， 空 间 X 在 点 4 局 部 连通 是 指 空 间 六 在 点 a 有 
任意 小 的 连通 的 开 令 域 . 

存在 不 连通 的 但 却 是 局 部 连通 的 集 .例如 直线 内 不 相交 
的 两 开 线段 是 不 达 通 的 但 却 是 局 部 连通 的 ，。 

反之 ， 也 存在 连通 而 非 局 部 连通 的 集 。 例 如 平面 内 连接 


点 (0,0) 与 点 (1 二 ) 的 闲 线段 8,6 一 1,2,3，…) 有 点 (二 ,0) 
与 点 (1,0) 的 并 集合 。 
SiUsU. UO Uo. 


由 于 SiUSzU "是 连通 集 而 点 (十 ,6) 及 (1,0) 部 是 这 个 韦 
通 集 的 极限 点 ,因而 它们 的 并 也 是 进 道 集 。 但 是 点 (1,0) 的 讽 
分 小 的 邻 成 不 包含 点 (1;0) 的 连通 邻 域 ， 
因此 ， 从 “个 集 售 的 连通 性 不 能 次 拓 局 戎 连 通 性 ， 从 局 
部 连 明 性 也 不 能 排 知 活 通 性 ， 
.4.4.2 定理 拓扑 空 间 为 局 部 连通 的 充分 必要 条 件 是 
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每 一 开 集 的 每 一 连通 区 是 开 集 . 

证 明 设 X 为 局 部 连通 空 闻 ,六 是 X 的 开 集 ,而 C 是 的 
一 个 连通 区 . 对 王 C 的 每 一 屿 x, 存 在 开 连 通 集 Fr 包含 x 而 
完全 含 于 矿 。 于 是 CUV 是 连通 集 而 完全 含 于 严 ， 根 据 C 
的 极 大 性 ,YxCC, 册 此 推出 

C={Vx:xEC}, 
故 C 是 开 集 之 并 。 

反 过 来 ,如 果 每 一 个 开 集 的 连通 区 都 是 开 集 , 则 每 一 点 的 
每 一 开 邻 域 都 包含 连通 的 开 邻 戌 ,这 就 是 此 开 邻 域 的 连通 区 ， 
闵 而 空间 是 局 部 连通 的 . ] 

4.4.3 定理 积 空间 IfYai:2E 杂 是 局 部 连通 的 当 且 仅 
当 每 一 因子 空间 X; 都 是 局 部 连通 的 ， 而 且 除 有 限 个 外 都 是 
连通 的 . 

证 明 ” 设 每 一 个 都 是 局 部 连通 的 ,并 且 除 王 po 碟 py 
"Xp 外 都 是 连通 的 。 要 证 明 积 空间 II{X2:2-4} 是 局 
部 连通 的 。 设 x 是 积 空间 的 任 一 点 ， 又 设 矿 是 点 x 的 任 一 
基本 邻 域 。 根 据 积 空间 基本 邻 域 的 定义 ,存在 有 限 个 下 标 , 设 
为 和 和 加。 又 设 mx 一 sx 存在 zi, 在世 的 基本 邻 
域 记 (i=1, 7) 使 


v= [|i(F2), 
1 


i 


由 于 每 个 XX; 都 是 局 部 连通 的 , 故 对 于 

L=B Ba ,Bryhts hs os hy 
存在 连通 前 开 邻 域 Gi ,使 xxEG;CY;. 现在 考虑 积 空间 的 子 
集合 {21:1E4}， 其 中 Za 定义 为 ， 当 .4 一 Pb Bo, pos 
hy 时 24 三 G43 否则 Zi 二 Xi, 亚 然 xEIT{Zi:hEA} 
CV。 根据 4.3.3,TI{24:464) 是 迷 通 的 开 集 。 于 是 ,对 于 任 
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一 点 * 及 “* 的 任 一 基本 邻 域 己 , 我 们 求 得 了 一 个 包含 点 * 而 
含 于 本 的 连通 开 集 {24: 妊 A}。 因 此 ,TI{Xa:hE. 人 [是 局 部 
连通 的 ， 

反之 , 设 积 空 间 是 局 部 连通 的 又 设 *; 是 XX; 的 任 一 点 ， 


3: 的 任 一 基本 邻 域 为 .要 证 明 , 存 在 x; 的 连通 开 邻 域 舍 于 


太 ;:。 考 虚 积 空间 中 满足 rz 一 的 一 点 =, 显 见 zExit(7Y2)。 
根据 积 空间 的 局 部 连通 性 , 积 空间 中 存在 一 连通 的 开 集 G 包 
禽 点 = 而 合 于 开 集 zy1(V;)， 于 是 tv2(G) 是 连通 的 开 集 ， 
TAMAGD)C7 而且 xxér;(G)， 这 就 证 明了 因 于 空间 X; 是 局 
部 连通 的 ， 还 要 证 明 因子 空间 X; 除 有 限 个 外 都 是 连通 的 . 
设 是 积 空间 的 在 意 一 点 , 它 必 和 包含 在 某 一 连通 开 集 6 内 。 
根据 开 集 定义 ,存在 = 的 基本 邻 域 赤 , 使 得 zyCG。 根据 基 
本 邻 域 的 定义 ,存在 有 限 个 入 ,使 


其 中 请 为 x; 的 基本 邻 域 ,而 *1=ztis。 于 是 ,只 要 2452544 为 ， 
GD 二 ma( 玉 ) 一 发:， 又 由 投影 映射 的 连续 性 , 可 知 
这 些 X: 都 是 连通 的 。 所 以 ,X; 除 有 限 个 外 都 是 连通 的 .] 

4.4.4 定理 设 交 是 局 部 连通 空间 , 且 f 是 连续 的 闲 
映射 , 则 了 (X) 是 局 部 连通 的 。 

证 明 设 A(X)= 了 ,而 C 是 了 的 任 一 开 集 口 的 任 一 连通 
区 ,根据 4.4.2, 需 证 已 是 开 集 ， 由 于 了 是 连续 的 , 故 . 广 !(D) 
是 开 集 . 先 证 . 广 !(C) 是 -1(D) 的 若干 个 连通 区 的 并 ， 设 
是 广 (D) 的 一 个 连通 区 ,如 果 严 与 . 广 !(C) 交 于 一 点 w 则 
7( 门 与 C 交 于 一 点 /wo 由 于 .Ar) 是 连通 的 ,而 C 又 是 杂 
的 连通 区 ,可知 了 (7)CC, 因而 CA71C), 所 以 了 1(C) 
是 AD) 的 若干 个 连通 区 之 并 ， 又 由 4.4.2 知 -1(D) 
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了 


的 连通 区 都 是 开 集 ， 因 面 . 广 !(C) 是 开 集 、 现在 进而 证 明 
-EAXC)sC 是 开 集 . 由 于 ,是 闲 映射 ， 因 而 六 X 一 
-AC)] 是 闭 集 . 但 
A 
可 知 闭 集 了 一 C 的 余 集 C 是 开 集 .] 
所 以 ， 局 部 连通 性 是 拓扑 性 质 。 


§ 5 道路 连通 与 弧 连 通 


4.5.1 我 们 来 进一步 研究 连通 性 。 

定义 设 了 是 从 拓 开 空间 了 =[0,1] 到 拓扑 空间 (X,:7) 
的 连续 映射 , 则 象 集 卫 = 了 (了 ) 称 为 拓扑 空间 (了 :7 ) 的 道路 ， 
虑 (0) 与 (1) 分 别称 为 此 道路 的 起 点 与 终点 ， 又 设 p 是 
从 乱入 空间 了 =[0,1] 到 拓扑 空间 (X,.7 ) 的 嵌入 映射 , 则 象 
集 4=9% 人 (站 ) 称 为 拓扑 空间 (了 ) 的 弧 , 点 9(0) 与 8(T) 分 出 
称 为 此 强 的 始点 与 终点 ， 

定义 设 户 9 是 拓扑 空间 (X,7 ) 的 两 点 ,如 果 在 空间 
(3 ) 内 存在 一 道路 ( 红 ), 以 为 始点 ,以 9 为 终点 , 则 点 
2 9 称 为 是 道路 ( 弧 ) 连通 的 . 设 W 是 拓 才 空间 (和 ,了 ) 的 
子 集 ， 如 果 对 于 开 的 任意 两 点 . 都 有 一 完全 含 于 My 的 道路 
《 弧 ) 以 这 两 点 为 端点 , 则 MY 称 为 是 道路 ( 弧 ) 连 通 的 ， 

显然 ,道路 ( 台 ) 连通 性 把 折 扩 空间 的 点 划分 为 互 不 相交 
的 子 集 , 凡 道路 ( 弧 ) 连 盘 的 点 属于 一 个 子 集 , 称 为 折 扑 空间 的 
一 个 道路 ( 弧 ) 连 通 区 。 每 一 个 道路 ( 驱 ) 连 通 区 显然 是 拓扑 空 
词 的 一 个 级 天 的 道路 ( 弧 ) 过 通 子 集 ， 

在 拓扑 室 间 中 ,两 个 点 如 果 是 经 连通 前 , 则 这 丽人 点 也 是 
道路 连通 的 ， 因此 , 一 个 弧 连 通 区 一 定 完全 食 于 某 一 道路 连 
通 区 . 又 ,一 个 道路 连通 集 一 定 是 一 个 连通 集 ,因为 道路 是 过 
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通 集 [0,1] 的 连续 象 , 因而 是 连通 集 ， 所 以 , 一 个 道路 连通 区 
一 定 完全 含 于 某 一 连通 区 内 。 这 就 证 明了 , 弧 连 通 的 扩 扣 空 
闻 是 道路 连通 的 ,而 道路 连通 的 空间 是 连通 的 ， 

但 是 , 反 过 来 , 连 道 的 未 必 是 道路 连通 的 . 例如 , 设 5 是 


连接 点 (0;0) 与 (十 ) 的 闲 线段 , 则 集合 17 


m= U0 Us Us Uy... 


是 连通 的 .因为 SI!UssU …… 是 连通 的 集 , 故 添加 极限 点 (去 ， 
0) 与 (1,0) 后 得 到 的 集 4 也 是 连通 的 ， 但 是 , 点 ( 支 ,0) 与 
(1,0) 却 不 能 用 一 完全 含 于 M 的 道路 连接 起 来 ,因而 集 村 不 
是 道路 连通 的 . 

4.5.2 定理 ”如果 空间 的 一 切 道路 连 遂 区 是 开 集 , 则 空 
间 的 一 切 连通 区 都 是 道路 连通 区 ， 

证 明 ”如果 空 间 有 一 连通 区 不 是 道路 连通 区 , 则 它 分 为 

”车 干 个 道路 连通 区 。 设 万 是 其 中 一 个 道路 连通 殉 ， 而 其 余 的 

道路 连通 区 的 并 为 疡 ， 则 六 是 一 开 集 ， 因 为 开 集 的 并 仍 为 开 
集 , 品 也 是 开 集 , 而 这 个 连通 区 等 于 UU 与 的 并 ， 这 是 不 可 
能 的 ,因为 此 时 可 与 分离， 所 以 ,此 拓 护 空间 的 任 一 连通 区 
同时 也 是 道路 连通 区 ,这 就 证 明了 定理 。] 

4.5.3 现在 进一步 证 明 

定理 ”一 个 拓扑 空 间 是 道路 连通 的 当 且 仅 当 这 个 拓扑 空 
问 是 连通 的 而 且 它 的 每 个 道路 连通 区 是 开 集 . 

证 明 “如果 拓 扑 空间 是 道路 过 通 的 , 电 然 它 是 连通 的 ,只 
有 一 个 道路 连通 区 ,就 是 空间 本 身 , 当 然 是 站 集 ， 

反之 ,如 果 一 拓 扩 空间 是 连通 的 ,而 且 它 的 全 个 道路 连通 
多 是 开 集 ,由 上 而 的 定 更 可 知 , 这 个 拓 提 空间 的 唉 ~ .的 连通 区 
同时 也 是 道路 连通 区 ,因而 这 个 拓扑 空间 是 道路 连通 的 . 了 
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4.5.4 ”定理 ”如 果 一 个 拓 扩 空间 是 连通 的 , 而 且 它 的 每 
一 点 均 有 一 道路 连通 的 基本 邻 域 ， 则 这 个 扫 扑 空间 是 道路 过 
通 的 . 

”证 明 留 给 读者 。 

4.5.5 定义 “拓扑 空 间 是 局 部 道路 连通 的 , 当 且 仅 当 它 
的 每 一 点 有 任意 小 的 道路 连通 的 开 邻 域 . 也 就 是 说 , 设 = 是 
空间 的 任 一 点 , 广 是 的 任 一 基 本 邻 域 , 则 P 有 一 道路 连通 
胸 开 邻 域 完全 含 于 六 

每 一 局部 道路 韦 通 的 拓扑 空间 一 定 是 局 部 连通 的 ， 因 
为 ， 局 部 道路 连通 的 拓扑 空间 的 每 一 个 道路 连通 区 的 任 一 点 
都 有 一 道路 连通 的 开 邻 域 ， 这 个 道路 连通 区 既然 与 这 个 基本 
邻 域 相交 ,由 于 违 通 区 的 极 大 性 ,这 个 道路 韦 通 区 就 整个 地 包 
含 这 一 道路 连通 的 开 邻 域 . 因 此 ,每 一 个 道路 过 通 区 都 是 开 
集 。 根据 4.5.2 的 定理 , 可知 关 个 拓扑 空间 的 连通 区 既是 道 
路 连通 区 又 是 开 集 ,根据 4.4,2 的 定理 ,这 个 空间 一 定 是 局 部 
连通 的 ， 

4.5.6 定理 局 部 道路 连通 的 拓 站 空间 是 道路 连通 的 ， 
当 且 仅 当 它 是 连通 的 。 

证 明 ”如果 一 个 拓扑 空间 是 道路 连通 的 , 那 么 它 一 定 是 
连通 的 . 反之, 如果 局 部 道路 连通 的 拓扑 空间 是 连通 的 , 则 出 
4.5.4 可 知 , 它 一 定 是 道路 连通 的 ，] : 

-4,.5.7 弧 连 通 或 道路 连通 都 是 本 扑 性 质 ,我 们 甚至 还 有 
更 强 的 结果 . 

定理 设 / 是 从 抵 扑 空间 立 到 拓扑 空间 工 的 连续 映射 ， 
如 果 忆 是 区 的 道路 连通 子 集 ， 则 .F( 吾 ) 是 了 的 道路 连通 子 
集 、 


证 明 设 ,各 是 了 (E) 的 任意 两 点 ,在 巨 中 必 存 在 两 点 
xb x2) 使 了 (x1) 二 jy1，f(%2) 二 2 由 于 忆 是 道路 连通 的 , 改 
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万 中 有 一 道路 =g(7), 使 8(0)=x1,8(1)==x1、 于 是 广 = 
A(C)=f[Ls(1)] 便 是 (BE) 的 道路 ， 且 [#0)]=y1， 
/sa(1)]= yz。 这 就 证 明了 大 (五 ) 是 道路 连 道 的 .1 


习 题 
1. 变 瑟 是 一 个 连通 的 折 扑 空间 , 则 立 的 任 一 真子 集 的 边界 集 不 


。 该 区 是 一 个 连通 的 折 扑 空间 , C 是 下 的 连通 了 集 。 证 明和 如 果 
- LUB, 革 与 昌 分 离 , 则 UC 及 UC 徊 为 连 首 ， 
3 证明， 如果 集 五 的 每 两 个 点 都 属于 台 的 基 一 连通 子 集 ,， 则 吾 
是 连通 的 。(Hausdortz 定理 ) 
4 证明， 任意 多 个 连通 集 ， 如 果 系 两 个 都 有 公共 点 ， 则 这 些 连 十 
: 鳄 的 并 仍 是 和 通 集 。《Hanedorff 定理 ) 
上 5. 如果 ( 瑟 了) 是 一 个 连通 的 拓扑 空间 ， 又 "之, 证 明 拓 扩 空 
知 (X, 7*) 也 是 连通 的 。 
6. 确定 实 直线 上 开 于 集 的 连通 区 的 构造 。 
7. 证 明 ， 如 果 4 是 积 空间 TI{ 芒 :heA} 的 一 个 过 通 子 集 ， 则 它 在 
每 一 个 因 了 予 空间 丈 的 投影 是 和 的 连通 子 集 。 
8， 证 明 ，C 是 三 及 :4EA} 的 过 通 区 , 当 且 仅 当 C= ITCx:1EA}， 
其中 每 个 O 是 马 的 连通 区 。 
9 如果 有 是 违 通 而 又 局 者 韦 通 的 且 O 是 的 一 个 开 集 的 连通 
区 ,S 一 声 又 布 空 , 试 证 他 一 0 不 空 , 且 C 与 5 一 6 分 离 . 
10. 证 明 ， 局 部 连通 空间 的 站 子 集 是 局 部 连通 的 。 
11, 设 集 委 与 马 是 道路 连通 的 , 试 证 明 , 如 果 4NBz9, 则 4UB 
名 道路 连 道 的 。 
12, 证 明 4.5.4 定理 。 


i 
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第 五 章 紧 性 
§ 1 紧 空间 - 


5.1.1 紧 性 是 最 重要 的 拓 四 性质? 起源 于 数学 分 析 的 研 
究 ， 很 早 就 为 人 们 所 认识 。 例 如 站 线 上 无 限 个 点 的 集合 ， 在 
什么 条 件 下 一 定 有 极限 点 昵 ? 粗略 地 说 来 ， 就 是 这 些 点 分 布 
得 比较 紧密 ， 比 如 这 些 点 全 部 在 一 有 限 区 间 内 ， 就 算 比较 紧 
密 了 ， 在 这 样 的 条 件 下 ， 这 个 子 集 一 定 有 梳 限 点 ， 这 就 是 数 ， 
学 分 析 中 著名 的 Bolzano-Weierstrass 定 肤 。 后 经 这 人 人 氏 
深入 研究 ,还 步 发 展 成 为 紧 性 的 概念 

定义 设 X 是 一 个 集合 De 是 人 全 站 的 于 于 的 一 
族 . 如 果 


UPD222E 人 = 一斑， 
” 则 子 集 族 {D2:%EI} 称 为 X 的 一 个 著 盖 ,4 的 基数 为 有 限 就 
称 为 有 限 履 盖 , 为 可 数 就 称 为 可 数 覆 盖 . 

又 ,如 果 工 是 4 的 于 集 ,人 TCA, 且 子 集 的 族 1D,:yE 门 仍 
覆盖 于, 即 

Ut{D,:rED}=¥, 

则 子 族 {.D,:yE7) 称 为 覆盖 {D2:76A} 的 子 攻 六， ， 

如 果 闭 次 {D2:26- 人 的 每 个 元 素 D; 都 是 开 集 ( 闭 集 )， 则 
{Di:Xé 人称 为 开 ( 闭 ) 斤 盖 。 

定义 ”拓扑 空间 X 称 为 紧 的 , 当 且 仅 当 它 的 每 一 开 覆 盖 
都 有 有 限 子 覆盖 .。 换言之， 设 - 102:4€4A} 是 任意 多 个 开 集 的 
旋 , 且 


U{foa:2ed= 开 ， . 
则 族 {92:2e 人 中 有 有 限 多 个 02,, O07, …… 01,, 使 - 


Dos. 
= 上 


又 , 拓 故 空间 二 的 一 个 点 集 已 称 为 紧 的 , 当 且 仅 当 巨 的 每 
一 开 覆 盖 都 有 有 限 千 覆 姜 , 也 就 是 说 ,如 采 甩 CU{02:2e-13， 
te 三 是 任 一 开 集 戏 , 则 存在 有 限 个 元 素 1 ja，.……- ， 


26-1, 使 EC U0. 


并 1 
例如 ,在 拓扑 完 间 EE! 中 ,了 二 [0,1] 是 紧 的 。 因 为 ,如 设 开 
集 族 {0; :XeA} 覆盖 工 ,假设 覆盖 了 的 {012-4} 没有 能 米 盖 


7 的 有 限 子 烧 ,将 7 二 等 分 ,得 [ 0， 去 | 与 | 到, , 则 其 中 至 少 


有 一 不 能 为 有 限 个 0; 所 覆盖 , 记 为 I( 了 的 一 淮 ); 义 将 二 
等 分 ,其 中 至 少 有 一 不 能 为 有 限 个 0; 所 覆盖 ， 记 为 7a( 的 


半 ， 工 的 十) 如 此 继续 下 去 ,我 们 可 得 一 列 济 区 间 


了 也 TDPDT2DD TD 
这 列 闭 区 间 的 每 一 个 都 不 能 被 有 限 个 0: 所 覆 姜 ,但 是 , 另 一 
方面 ， 这 列 闭 区 间 的 后 一 个 是 前 一 个 的 一 半 ， 即 是 7 的 
主 , 五 是 了 的 十 = 让 ,……， 是 的 吉 . 以 or 表示 了 
的 左 端 ,以 表示 的 有 油 , 由 于 
1 


DY be) = ln =0, 


因而 
lima; = limb. 


以 “表示 这 一 公共 报 限 , 则 点 eTu Ta …… Ta …. 脱 然 a< 了 ， 
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因此 在 了 的 绪 蔓 {Oi:Me.0] 中 ;至 少 有 一 天 集 包 含 点 e， 设 为 
ou。 根据 开 集 的 定义 , 必 存 在 一 以 “ 为 中 心 的 开 线 设 完 全 合 
于 开 集 07,. 叉 根据 点 4 是 fn 两 端点 的 极限 ， 可 知 存在 一 上 
然 数 m0, 只 要 an>>xo，-, 就 完全 包含 于 这 个 以 4 为 中 点 的 开 
线段 关 而 完全 包含 于 开 集 0iu。 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 根据 我 
们 的 取 法 ,每 一 个 I 都 不 能 被 有 限 个 0; 所 秦 盖 。 所 以 ;了 的 
开 恬 沪 {01:464) 必 有 有 限 子 履 攻 ， | 

45.1.2 定理 。 拓 牛 室 间 是 紧 的 , 当 且 仅 当 有 任 剖 一 污 用 
集 {1r4:4€4, 如 果 它 的 交 是 空 的 , 即 

NMN{Fi:AEA}= 8, 

则 族 {Fa:36. 分 中 存在 有 限 个 2, 坟 7,,…"， 厂 ;其 交 是 空 
集 , 即 


自 下 i 二 由。 
il 


证 明 设 配 相 空间 X 是 紧 的 ,而 闲 集 族 {2eAY 的 交 
-是 空 的 ， 即 , 
ae 人 = 和 
则 由 并 祭 交 公式 ， 得 
U{FSAEA}Y=[N {FA AEA}IY=X, 
因而 LFS:Xe-1]} 是 拓扑 空间 蕊 的 一 个 开 覆 盖 ，X 是 紧 的 , 故 必 
有 一 有 限 子 履 盖 , 设 


FS = 
i 
因而 
局 =- Nes 
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即 
和 = 和 
二 


反 过 来 , 设 {01:4€<1} 是 下 的 开 覆 盖 , 即 
U{O1:heAd}=¥, 


则 

NMN{ORhEL = [LUO NA I=, 
获 {O8 < -分 是 交 为 空 的 闲 集 族 。 可 知 必 存在 有 限 个 05， 其 
交 为 空 、 设 


fos 
于 是 

Uor=x. 
邯 上 


el 

这 就 证 明了 拓扑 空 间 X 是 紧 的 .] 

为 了 使 这 条 定理 恒 了 应 用 ,引进 如 下 定义 ， 

定义 ”集合 的 子 集 族 {54:26.1} 称 为 具有 有 限 交 性 质 ， 
当 且 仅 当 任意 有 限 个 5 的 交 不 空 

根据 此 定义 ,上 上述 定理 可 以 换 成 另 一 种 说 法 。 、 

呈 理 ”的 扑 空 间 是 紧 的 ， 当 且 仅 当 任 一 具有 有 限 交 性 质 
的 闭 集 族 具 有 不 空 的 交集 . 
” ”证明 请 读 考 练习 。 

5.1.3 ” 紧 性 不 仅 是 拓扑 性 质 ,而 且 是 连续 映射 保持 不 变 
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的 性 质 。 

设 了 是 从 丘 扩 空间 有 到 拓扑 空间 了 的 连续 映射 ， 
4 是 X 的 紧 于 集 , 则 f(A4) 是 了 的 紧 子 集 ， 

证 明 设 iVa:46- 人 是 f(A) 的 任 一 开 覆 六 , 即 


CDCUTaae 人。 
因而 


ACf ITU ide}], 
ACUI FI :EL}. 


故 和 A '(V2):4E 们 是 4 的 一 个 入 六 ， 由 于 f 是 述 续 的 ,每 一 

个 1874) 都 是 扼 扩 空间 多 的 开 集 ,因而 {了 71(71) :ML 是 

集 4 的 开 和 覆盖 .4 既然 是 紧 的 , 故 必 有 一 有 限 子 禾 盖 . 设 
ACF TOV ITIIY UT), 

这 样 一 未 ， 


COCPUPU UP 
也 就 是 说 ,2) 的 任 一 开 和 覆盖 {V4:Xe4} 必 有 有 限 子 杆 盖 
人 
由 此 推 知 ,如 果 拓 站 空间 了 同上 胚 于 紧 的 拓扑 空间 天, 则 拓 
瓜 空 间 工 也 是 紧 的 . 
5.1.4 紧 空 间 的 子 集 未 必 是 紧 的 。 例 如 ,我 们 来 证 明 紧 
拓扑 空 疗 [0,1] 的 子 集 (0,1) 不 是 紧 的 . 设 


1 1 
所 = 


则 开 集 族 {Fs, Vs,***} 是 (0,1) 的 开 禾 盖 。 但 是 , 任意 有 
限 多 个 这 样 的 开 集 都 不 能 覆盖 (0,1)， 只 须 注意 ,对 于 每 一 整 
数 训 >3, 有 
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和 


册 比 可 见 ,对 于 任 党 有 限 个 ,只 要 取 4 足 够 大 ,上 就 不 能 


这 有 限 个 了 所 履 盖 。 所 以 ,(0,1) 不 是 紧 的 。 

但 是 ,我 们 有 如 下 定理 ， 

vv 定理 ”其 空 间 的 亲子 集 必 是 暴 的 ， . 

证 明 设 了 是 拓扑 空 间 人 的 闭 于 集 .又 fV;:4E 人 是 天 的 
任 一 开 履 姜 ， 把 开 集 严 * 添加 到 开 集 族 {P)}， 便 得 到 的 一 
个 开 履 盖 , 即 

， U{Pa: ZEA}UF'=X, 

由 于 是 暴 的 , 故 必 有 一 有 限 子 各 盖 , 设 
FUVAUFa UP 一 三 
因而 . 
VEU YU UP OF, 
所 以 ,是 紧 的 。1 


8 2 可 数 紧 


5.2.1 把 紧 性 的 条 体 略 为 放松 , 恒 得 到 可 数 紧 的 概念 。 

定义 ” 拓 盾 空间 X 称 为 可 数 紧 的 ， 当 且 仅 当下 的 每 一 可 
数 开 履 盖 必 有 一 有 限 子 履 盖 . 

显然 , 紧 空 间 必 是 可 数 紧 的 . 

雯 了 稻 述 可 数 紧 的 条 件 ,首先 说 明 肾 点 的 概念 

定义 ”拓扑 空间 的 一 点 * 称 为 是 子 集 S 的 察 点 , 如 果 
x 的 每 一 基本 邻 域 均 含有 $ 的 无 限 多 个 点 。 

显然 ,如 果 点 x 是 子 集 $ 的 聚 点 ， 则 点 * 当然 也 大 $ 的 
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极限 点 。 反 之 ， 子 集 S 的 极限 点 未 必 就 是 S 的 豪 点 。 只 含有 

有 限 个 点 的 集合 没有 聚 点 ， 

- 定理 拓 补 空间 六 是 可 数 紧 的 ， 将 且 仅 当 每 一 无 限 了 集 
SCX 必 有 一 豪 点 在 区 中 ， 

证 明 恨 设 抓 扑 空间 筷 有 一 没有 聚 点 的 无限 子 集 ， 则 这 
个 无 限 了 集 必 含有 一 可 数 的 没有 聚 点 的 子 集 $ ， 由 王 $ 在 总 
中 没有 紧 点 ,于 是 ,对 于 每 一 点 xEX ,存在 一 开 集 0x, 使 0: 只 
含有 S 的 有 限 个 点 。 对 于 8 的 每 一 有 限 子 集 五 ， 以 Or 表示 
开 集 

Op=Ufox:oxns 一 下 
如 此 得 到 的 开 集 族 fOs: 下 是 的 有 限 子 集 } 是 卫 的 可 数 开 嫌 
盖 { 见 第 一 章 习题 13). 由 于 每 一 个 Ox 只 交 无 限 集 $ 于 有 限 
个 点 , 故 任意 有 限 个 Or 只 能 覆盖 5 的 有 限 个 点 ,因而 不 能 履 
盖 互 。 所 以 ,三 不 是 可 数 紧 的 . 

反 过 来 ， 设 五 不 是 可 数 紧 的 ， 则 存在 了 的 可 数 开 和 覆盖 
{OitiEN}, 而 任意 有 限 个 0: 都 不 能 覆盖 了 。 因 01 不 能 覆 芝 
于 , 故 存 在 点 x1& O01, 设 记 最 小 ,使 x1E0i, 又 因 O1U WO: 
不 能 覆盖 全 , 故 存在 点 x2 疾 O41U ,UOi， 当然 xx 异 子 xl 
，… .于 是 存在 相 异 的 点 列 xb x2, ,xx， ,使 得 对 于 每 一 
个 nxn 疾 O1UOsU，… UOs， 则 无 限 子 集 

8 一 {xl x2; xs, "+ *} 
在 习 中 没有 聚 点 .因为 每 一 个 01 同 5 只 能 有 有 限 个 交点 .I 

5.2.2 ”我们 还 可 以 把 京 点 的 概念 扩充 一 下 。 

定义 ” 拒 扩 空间 X 的 点 的 序列 

Ky 2 Hy es ny 
简 记 为 (x»)。 

点 x 称 为 序列 (xm 的 聚 点 , 当 且 仅 当 * 的 每 个 基本 邻 域 

均 含 有 序列 (xn) 的 无 限 项 。 
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点 x 称 为 序列 (*) 的 极 跟 点 , 当 且 仅 当 * 的 每 一 个 基本 
邻 域 独 含 有 序列 (%,,) 中 除 有 限 项 外 其 余 一 切 项 , 记 为 (x,) 
一 >>，, 称 为 (xn) 收 敏 于 *， 

可 见 序列 的 报 根 点 必 是 聚 点 ， 但 是 ， 序 列 的 窗 点 不 必 是 
极限 点 ， 

如 果 丘 扑 空间 XX 的 每 一 序列 名 有 京 点 ， 则 称 二 站 空 间 X 
具有 Bolzano-Weierstrass 性 质 ， 


现在 证 明 
定理 拓扑 空间 X 是 可 数 紧 的 当 且 仅 当 它 具 有 BoIzano- 
weiersmass 性 质 壹 列 紧 


证 明 设 X 不 是 可 数 紧 的 ， 则 存在 一 可 数 开 覆盖 :0i: 
认 N}, 但 它 的 任何 有 限 个 部 不 能 祝 盖 六 。 如 5.2.1 所 证 ， 存 
在 一 序列 (xa)。(xn) 在 互 中 设 有 聚 点 。 

反之 ， 设 马 是 可 数 紧 的 ，{x 中 是 任 一 序列 ， 刻 素 (z) 中 
有 无 限 项 相 晃 ， 则 根据 5.2,1 的 定理 ， 序 列 (*) 在 入 中 必 有 有 
聚 点 .如果 (xw)》 中 只 有 有 限 项 不 同 ， 则 禄 据 序 列 聚 点 的 定 
义 ，(xn) 必 有 聚 点 ， 故 己 具 有 Bolsano-Weierstras; 性 质 .] 


§ 3 局 部 紧 


5.3.1 定义 拓 盾 空间 X 于 点 有 p 局 部 紧 ， 当 且 仅 当 点 
刀 有 一 基本 邻 域 可, 其 闭 包 癌 是 紧 的 ， 如 果 拓 扑 空间 区 于 每 
一 点 局 部 紧 ， 则 及 称 为 肩 部 紧 的 。 - 

显然 ， 紧 空间 是 局 部 紧 的 ， 同 时 ， 从 局 部 紧 的 定义 可 
知 ,拓扑 空间 瑟 是 局 部 紧 的 ， 当 且 仅 当 每 一 点 有 一 基本 邻 域 ， 
其 闭 包 是 紧 的 。 : 

我 们 知道 ，n 维 欧 氏 空 间 

如 "二 {x wt) x 为 任意 实数 } 


87 


不 是 紧 的 ， 然 而 召 " 却 是 局 部 紧 的 ， 因 为 ， 如 取 球 邻 域 
33 
作为 基本 邻 域 ， 则 每 一 个 球 邻 域 的 闲 包 是 紧 的 。 

义 ， 紧 性 是 连续 映射 不 变 的 ， 但 局 部 紧 则 不 然 。 俩 如， 
严 : 的 子 折 扑 空间 


$={—1,(0,1)} 
是 局 部 紧 的 。 而 ?的 子 拓扑 空间 


={c0,0),(2, si 十 用 ,其中 0<x<1 


在 点 (0,0) 不 是 局 部 紧 的 ， 因 为 包含 点 (0,0) 的 任意 开 集 在 
的 闲 包 不 是 紧 的 .考虑 连续 哆 射 了 ， 
f(—D)=00,0), 


/x)=( E sint), Ox<1. 


由 此 可 见 ， 连 续 映射 改变 了 局 部 紧 性 质 。 

5.3.2 我 们 可 以 证 明 局 部 紧 性 是 拓扑 不 变 的 。 

-定理 “局 部 紧 性 是 连续 的 闲 开 映射 保持 不 变 的 

证 明 ” 设 开 是 局 部 紧 空 间 ,7 是 连续 的 闭 开 了 映射 ,是 工 = 
f(X)， 设 4s 是 Y 的 任 一 点 ， 要 证 了 于 点 9 是 局 部 紧 的 , 车 
f(p) 4, 由 于 X 于 点 局 部 紧 ， 故 存在 点 pp 的 基本 分 域 U， 
亲 是 紧 的 ， 由 于 是 开 映 射 , 殴 ( 可 ) 是 开 的. 又 由 于 是 
连续 的 , 故 f( 可 ) 是 紧 的 ,而 且 A(D)=J(5). 所 以 ,点 4 有 
一 开 邻 域 A(), 其 闭 包 是 紧 的 。 因 而 点 9 有 一 基本 邻 域 亚 C 
了 (7), 其 团 包 C70; 大 可 7 是 此 的 ， 可 见 折扣 空间? 了 于 点 4 为 
局 部 紧 ,] 

+ 定理 “局 部 紧 空 间 的 闲 子 空 间 是 局 部 紧 的 。 

证 明 ， 设 折 扑 空间 X 是 局 部 紧 的 ， 而 C 是 X 的 一 个 闭 
子 集 ， 则 入 的 一 个 开 集 与 的 交 是 子 空 间 C 的 一 个 开 集 。 所 
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以 ,如 果 * 是 C 的 一 个 点 ,而 心 是 Z 中 的 一 个 开 集 , 它 包含 x 且 
有 紧 的 外包 , 则 DmC 是 C 的 开 集 ， 而 已 CC 是 已 的 闲 子 集 
因而 是 紧 的 .] 
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84 仿 紧 窗 间 


5.4.1 把 紧 性 的 概念 加 以 推广 , 即 可 得 仿 芭 性 概念 . 
首先 注意 紧 性 的 有 限 条 件 , 把 它 加 以 推广 , 即 得 局 部 有 限 
定义 ”拓扑 空间 X 的 子 集 族 称 为 是 局 部 有 限 的 ， 如 果 空 
闻 的 每 一 点 均 有 一 基本 领域 只 和 这 个 子 集 族 的 有 限 个 子 集 相 
交 。 
因此 ,有 限 子 覆盖 显然 是 局 部 有 限 的 。 
其 次 ,注意 覆盖 的 加 细 。 
定义 设 1D2:2641 及 {PFy:xe 让 是 拓扑 空间 玉 的 两 个 覆 


盖 ， 如 果 每 个 DV; 必 合子 某 个 到 之 中 ， 则 称 {EaXE -人 是 Tri 


XE 门 的 加 细 ， 记 为 {U4:XEA}K{7 YE。 
显然 ,一 个 覆盖 的 子 覆 盖 是 这 个 覆盖 的 加 细 ， 
由 此 得 到 紧 性 的 推广 概念 
定义 ”拓扑 空间 X 称 为 是 仿 紧 的 ， 当 且 仅 当 它 的 每 一 开 
覆盖 均 有 局 部 有 限 的 开 加 细 、 
4 显然 , 紧 空 间 必 是 仿 紧 空间 ， 
4 仿 紧 性 是 拓扑 不 变 的 ,也 就 是 说 ， 仿 紧 空 间 经 同 是 映射 
所 得 到 的 空间 仍然 是 仿 紧 空间 。 
5.4,2 ”我们 知道 , 紧 空 间 的 子 空间 未 必 是 紧 的 , 回 样 , 仿 
紧 空间 的 子 空 间 未 必 是 仿 紧 的 。 然而 ,我 们 有 
~ 定理 ” 仿 紧 空间 的 毛子 空间 必 是 仿 紧 的 ， 
证 明 设 $ 是 仿 紧 空 间 开 的 亲子 空间 ， 又 设 {72:2E-1} 
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四 


是 子 空间 S$ 的 开 覆 盖 。 由 于 存在 X 的 开 集 族 (U:Xé4}, 使 得 
;二 S034; 又 由 于 5 是 闭 集 , 故 站 一 S 及 开 集 族 {D2:2€4} 
组 成 区 的 开 和 覆盖 。 既然 是 仿 紧 空 间 ， 帮 存在 这 一 开 覆 盖 的 
局 部 有 限 开 如 细 , 设 为 { 玉 。:x€ A4}。 于是,{S 个 夯 。iwEAJ 为 
开 禄 盖 {73:2E 和 的 户 部 有 限 开 加 细 ， 所 以 , 闲 子 空间 S 是 仿 
紧 空 间 .] 

5.4.3 基于 局 部 紧 与 仿 紧 的 关系 ,有 如 下 定理 。 

定理 ”可 数 个 紧 集 之 并 的 局 部 紧 空 间 是 一 个 仿 紧 空间 。 

证 明 设 局 部 紧 空 旬 下 是 可 数 个 紧 集 C， 之 并 。 不 妨 设 


每 于 个 CxCCant 否则 取 C5= [jc 代替 Co。 首先 证 明 
并 


下 是 开 集 于 之 并 ,而 每 一 个 矿 。 是 紧 的 且 含 于 柬 nr。 对 
于 C1 的 每 一 个 点 ”, 设 Vx 是 包含 > 的 可 本 邻 域 , 且 产 是 紧 
的 ， 则 紧 集 合 C1 为 有 限 个 这 样 的 集 PPx。…zx 所 覆盖 ， 


令 到 | 一 PwC1， 假设 对 于 每 一 个 w<n 已 经 定义 了 


i=1 
素 m 使 得 CnC 歼 mw, 且 于 是 紧 的 , 含 于 邱 mt， 象 对 于 
Ci 一样 , 著 虑 集合 琅 。1U Ca 因为 它 是 紧 的 ， 故 可 得 到 一 个 
开 集 瑟 ,， 它 覆盖 巨 ,_1UCn, 且 有 紧 的 闵 包 、 
设 {U0;3: 泛 A) 是 X 的 任 一 开 窗 益 。 考虑 紧 集 合 
Kn= 了 aot, 
对 于 站 a 的 每 一 个 点 *, 设 Di 包含 点 x, 则 存在 含 于 UV; 且 包 
含 点 * 的 基本 邻 域 ,这 个 Vx 可 取得 使 之 含 于 玩 wH (因为 
KanC 丽 。C 歼 orD 这 个 Jrx 还 可 取得 使 之 和 天 。* 不 相交 ( 因 
为 疡 。*C 玉 1) ,于 是 二 * 被 有 限 个 这 样 的 集 窜 Vs 所 覆盖 。 
同样 地 考虑 每 一 个 自然 数 4, 便 得 到 下 的 一 个 开 覆盖 全，: 
7E 丫 .从 站 ;的 取 法 可 知 ，{ 了 Vy} 是 {D2} 的 加 细 ， 又 ， 如 果 少 
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是 X 的 任 一 点 ， 则 存在 一 最 小 整数 ”使 得 ye 把 。。 由 于 >》 不 
属于 1,1; 故 在 {Vy} 中 存在 一 开 集 包含 y, 这 个 开 集 只 
能 与 {Fy,} 中 禾 竣 Kn-，、Kn_1、KK» 及 《nsl 的 有 限 个 开 集 相 
交 ， 因 此 ,{7y:7E 站 是 局 部 有 限 的 .] 

从 上 述 证 明 过 程 可 知 ， 定 理 中 的 “可 数 个 ” 订 以 换 为 “ 右 
限 个 ”"。 因 此 ,我 们 证 明了 定理 ,有限 或 可 数 个 紧 集 之 并 的 局 
部 紧 空 间 是 一 个 仿 紧 空 间 .。 


355 紧 化 


5.5.1 因为 紧 空 间 比 非 紧 空 间 更 易于 研究 ,所 以 ， 在 研 
究 非 紧 空间 时 ,往往 构造 一 个 紧 空 间 , 使 所 要 研究 的 非 紧 空间 
是 它 的 -个 子 宝 间 ， 以 达到 利用 紧 室 间 和 帮助 研究 非 紧 空 间 的 
日 的 。 这 就 是 紧 化 问题 . 

定义 拓扑 空间 筷 的 单 点 紧 化 空间 的 基 集 是 "=XU 
foo}。% 表 示 不 既 于 XX 的 一 个 新 元 素 , 定义 信 " 的 基本 邻 万 
为 ,六 的 开 和 集 ;以 及 使 天 "一 0 是 X 的 闭 紧 子 集 的 集 TUCX*， 

我 们 来 证 明 , 音 点 紧 化 空间 满足 拓扑 空间 的 条 件 。 由 于 
空 集 是 闵 紧 子 集 , 知 点 至 少 有 一 基本 邻 城 为 X*", "的 属 子 
XX 的 点 更 不 消 说 了 .其 次 ,如果 两 基本 邻 城 都 含有 点 ,这 两 
个 基本 邻 瑾 的 交 之 余 等 于 它们 的 余 之 并 :但 是 ,两 个 闭 紧 集 的 
并 仍 是 闭 紧 集 , 因 询 这 两 个 基本 邻 域 的 交 仍 是 基本 邻 城 。 又 ， 
如 果 一 个 基本 邻 域 包含 点 om， 另 一 不 包含 点 中 , 因 包 含 点 co 的 
基本 邻 域 开 于 集 兄 , 故 除 潜 点 oo 后 是 研 的 开 集 ,因而 这 两 个 基 
本 邻 域 的 交 是 的 开 集 , 帮 仍 为 基本 邻 战 。 所 以 , 单 点 紧 化 空 
间 是 拓扑 空间 。 最 后 ,如 果 {Pa:16-} 是 下 "的 开 覆 盖 , 设 属 
于 革 一 开 集 天 s 由 子 ” 

ba 
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是 紧 闭 集 ， 故 有 有 限 子 履 盖 人 2， Fi Ps， 则 到。 
Pa， 鄙 为 {72:4EA) 的 有 限 子 愉 次， 所 以 ,X* 是 紧 空 
间 ， ， 
关于 紧 化 的 重要 意义 , 详 见 8.5.2。 


习 题 
1, 设 4 二 (0,1], 取 一 开 徐 范 和 如下: 


0:= (入 ,2 从 起, 0 (CT n+l 7 


证 明 开 集 埃 {0,} 复 盖 4, 但 没有 有 限 个 能 得 盖 4, 因 而 4 不 是 紧 的 。 

2。 设 1 如,: 认 加 } 是 [0,1] 二 了 的 开春 益 。 定义 了 的 子 集 了 如下， 点 
和 尔 己 于 卫 , 当 且 仅 当 {Z4j 有 一 有 限 子 族 覆 盖 [0,“]。 试 证 明 也 是 开 集 叉 
是 闲 集 ,因而 P 一 [0 ,1], 所 以 [0,1] 是 紧 的 、 

3. 设 六 为 自然 数 集 , 定 义 拓扑 


P={{2 1,2n}:nEN}, 


试 证 (X 六) 非 可 数 紧 更 间 紧 。 

4， 和 如果 ( 瑟 7) 是 一 个 紧 的 拓扑 空间 ,又 7 "> 证明 拓 六 空 间 
(TW 7*) 也 是 紧 的 。 “ 

5 证 明 ， 吉 数 紧 空间 的 任 一 亲子 空间 仍 是 可 数 紧 的 。 

6 证明。 两 个 可 数 紧 集 之 并 仍 是 可 数 紧 的 。 

7 证明， 计数 紫 药 便于 下 述 条 件 ， 设 {Cuj} 是 拓扑 空间 文 的 可 数 


个 闲 集 的 族 , 其 有 有 限 交 性 质 ,出 Nn 是 不 空 的 。 
i-l 


8. 证明， 局 部 紧 空 间 是 一 族 紧 子 空间 的 并 ， 并 且 这些 紧 子 空间 的 
内 域 都 是 不 空 的 且 覆 盖 这 个 局 部 紧 空 间 。 
94 证 明 ， 仿 基 性 是 拓 补 不 变 的 。 
10. 证明， 一 息 紧 空间 与 一 紧 空间 的 积 空间 是 仿 紧 的 空间 。 
11. 拓扑 空间 下 称 为 序列 紧 的 , 当 且 仅 当 卫 的 每 一 序列 必 有 一 于 
9 ， 


序列 收 伍 于 开 的 一 点 证 明 一 序列 紧 空 间 必 是 可 教 紧 的 - 
12， 定 义 拓扑 空间 忆 基 局 部 紧 多 当月 仅 当 每 一 点 有 一 紧 的 基本 邻 
域 ， 证 明 接 正文 定义 的 局 部 紧 空 间 必 按 此 定义 为 局 部 紧 的 。 


3 


第 六 章 可 离 性 与 可 数 性 
§ 1 空间 与 ZT 空间 


6.1.1 前 而 所 述 的 连通 性 与 紧 性 ,不 仅 同 拓扑 空间 的 基 
集 的 性 盾 有 关 ， 而 且 更 问 拓 扑 空间 的 拓扑 结构 的 性 质 有 头 。 
因此 ， 本 章 进 一 步 研 究 拓扑 结构 方面 的 性 质 一 -可 离 性 与 直 

定义 ” 折 扑 空间 瑟 称 为 T 空间 , 当 且 仅 当 基 拓扑 结构 
满足 可 离 条 件 Yo: 如果 * 及 》 是 X 的 两 个 不 同 的 点 , 则 存 
在 一 个 基本 邻 域 包含 其 中 一 点 而 不 包含 第 一 个 点 

显然 , 同 胚 对 一 7 空 空间 的 空间 是 To 空间 ,而 了 To 空间 
净 每 一 个 子 空间 仍 足 一 空间 。 一 般 说 来 ,如 果 空 间 具 有 
家 种 镜 的 个 了 同人 于 其 这 和 村 的 
遗传 的 。 因 而 ,1 空间 是 遗传 的 。 

现在 研究 To 空间 的 简单 特性 。 

定理 拓扑 空间 是 一 下 空间 ,2 当 且 仅 当 不 同 点 的 闭 
包 是 不 同 的 。 

证 明 ”假设 .它们 的 亲 包 1 及 1 不 相 等 ,不妨 
设 zefx7 而 :#19j。 我 们 来 证 明 x#Tyj。 假设 相反 ， 
xE{7; 则 {x7C1y) 二 {fy}, 于 是 zEfxjC1y}， 与 zg19} 矛 
盾 。 所 以 > 生 克 ,因而 ij 是 一 个 包含 > 而 不 包含 》 的 开 
集 , 故 拓扑 空间 X 是 Zo 空 间 。 

反之 , 设 是 7 空间 ,而 x 及 y》 是 的 两 个 不 同 的 点 。 
根据 7 条 件 , 存在 一 基本 邻 域 UU 包含 其 中 一 点 而 不 包含 另 


4 


一 点 .不妨 设 *eD ,而 yg 显然 0 是 一 闭 集 , 它 包含 点 
少 而 不 包含 点 x。 可 见 yE13) 而 xg{yi。 所 以 , {x7z5 和 了,] 

6.1.2 定义 ”拓扑 空间 工 称 为 Ti 空间 , 当 且 仅 当 其 
拓扑 结构 满足 条 件 Ti， 如 果 * 及 》 是 X 的 两 个 不 同 前 点 ， 
则 存在 基本 邻 域 包含 x 而 不 包含 *， 同 时 在 在 基本 邻 域 包含 
2 而 不 包含 > 

亚 然 ,7 空间 是 折 扑 性 广 也 是 遗传 性 质 。 同时 ,2 空间 
有 显然 症 79 空间， 但 是 2 空间 可 以 不 是 Ti 容 闻 ， 例 如 
2.1.1 的 例 4 就 是 一 个 不 是 7 空间 的 To 空间， 

下 述 定理 党 明 空间 的 简单 特性 。 

定理 “ 折 补 空间 并 是 工 ! 空间 ， 当 县 仅 当 丝 一 个 单 点 集 
是 闭 集 。 . 

证 明 设 拓扑 空间 X 的 单 点 集 都 是 闭 集 ,x 及 » 是 空间 
六 的 两 个 不 同 的 点 。 由 于 和 x} 及 {yl 是 闭 的 , 玖 fx 是 一 个 包 
含 y 而 不 包含 * 的 开 集 ，fy] 则 是 一 个 包含 > 而 不 包含 》 
的 开 集 。 可 见 拓扑 空间 X 满足 Ti 条 件 ,是 一 个 T 空间 。 

反之 , 设 六 是 一 个 下 ! 空间 , 且 x 是 X 的 任 -点 ,对 于 另 
一 异 于 * 的 点 y, 在 在 一 基本 邻 域 六 ,包含 而 不 包含 *。 
于 是 ,yeV ,C{x) ,于 fx》 是 一 切 可 能 的 这 样 的 ,的 并 , 因 
而 是 开 集 ,可 知 如 种 一 个 亲 集 ,] 

6.1.3 > 从 上 述 芳 空间 的 简单 特性 ， 我 们 可 进一步 推 知 
| 空间 的 性 般 。 “ 

定理 “在 和 空间 了 内 ,一 点 x 是 集 包 的 极限 点 , 当 且 仅 
当 包 售 x 的 每 一 开 集 含有 号 的 无 限 个 相 异 的 点 。 

证 明 显然, 条件 是 充分 的 。 为 了 证 明 必 有 要 性 , 设 存在 一 
开 集 6 包 合 虚 * 而 CN 避 是 有 限 的 . 如 设 GN(E 一 {<})= 
Ux, 由 于 在 Ti 空间 内 ， 鲜 一 个 单 点 集 fx} 都 是 闭 集 ， 
因 抽 有 限 并 加 是 一 个 闲 集 ， 但 是 ， (Van) NG 是 
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一 个 包含 点 * 的 开 集 而 、 
(VNCNGE -t=O tN Vn}=g 
故 点 x 不 是 也 的 极限 点 


§ 2 空间 


6.2.1 定义 拓 扩 空间 X 称 为 了? 空间 或 Fausdortf 
空间 , 当 且 仅 当 它 满足 Hausdorff 条 件 : 如 果 .* 及 ?是 工 的 
现 个 不 同 的 点 ， 则 存在 两 个 不 交 的 开 集 , 共 一 包含 + 而 另 … 
包含 > = 

显然 , 12 空间 既是 拓扑 不 变性 质 ,又 是 遗传 性 质 。 每 一 
个 了? 空间 显然 是 71 空间 。 但是, 7" 空间 不 必 是 了, 空间。 
例如 第 二 章 习 题 2 的 有 限 余 拓 扑 空 间 就 是 一 个 7+ 空间 然而 
却 不 是 Ts 空间 、 

现在 证 明 Hausdorff 空间 的 重要 性 质 ， 

定理 Hausiorff 空间 的 紧 子 集 都 是 闲 集 ， 

证 明 设 巨 是 Hausdorff 空间 的 紧 集 ,要 证 印 * 是 开 集 。 
在 吾 * 中 任 取 一 点 x, 要 证明 存 在 一 开 集 GCE*。 对 手记 的 
任 一 点 x， 存在 不 交 的 开 集 Gx 及 G,, xEGx, yEG,。 于 是 
{G5:yEEl 是 也 的 开 覆 姜 ， 由 于 到 是 紧 的 ? 故 存 在 有 限 子 虱 
盖 {6y,:i=1,2,"…'n}， 设 对 应 包 合 x 的 有 限 个 开 集 为 {Gs,: 
i=1,2,"，'yn}, 又 设 


3= (6 


则 G 是 包含 点 * 的 开 集 , 而 且 


6G= flexc es- (U 


i=l 


cv) ce. 


; i 


«go. 


因此 E° 是 开 的 , 故 EE 是 闭 的 ,] 

8.2.2 定理 拓 扩 空间 XX 的 单 虚 紧 化 空间 六 "是 
Hausdorff 空间 , 当 且 仅 当 X 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 。 

证 明 设 蕊 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 。* 及 是 马 * 
的 两 个 不 同 的 点 。 要 证 明 存在 两 个 不 交 的 开 集 ， 一 个 包含 点 
x; 另 一 个 包含 点 y， 如果 * 及 都 属于 六 ,由 于 三 是 Haus- 
dorff 空间 ,这 样 的 两 个 开 集 显然 存在 ,如 果 有 一 属于 天， 另 
一 不 属于 和 ,例如 xe 开 而 > 一 oo， 由 于 XX 是 局 部 紧 的 , 改 存 
在 点 * 的 一 个 基本 邻 域 @, 它 的 闭 包 如 是 紧 的 ， 于 是 G' 是 
包含 点 ?= oo 的 一 个 开 集 ,显然 "与 6 不 相交 。 

反之 , 设 X* 是 一 Hausdorff 空间 ,由 于 X 是 瑟 * 的 子 容 
闻 , 因而 也 是 Hausioxff 空间 。 设 > 是 X 的 任意 一 点 , 则 > 
与 % 是 Hausdorff 空间 瑟 * 的 两 个 不 同 的 点 , 故 存在 两 个 不 
交 的 开 集 Gx3x 及 Ga 。 由 于 G 的 余 集 G2 是 瑟 的 闲 紧 
子 集 , 既 然 C。 与 0x 不 相交 , 故 GeCG2，G2 既是 闭 紧 的 集 、 

”当然 Gx 也 是 紧 集 .这 就 证 明了 是 局 部 紧 的 。】 

6.2.3 ”现在 证 明 

定理 ”在 Hausdorff 空 肖 内 ,收敛 序列 有 唯一 的 极限 . 

证 明 设 在 Hausdorff 空间 X 内 ,序列 (xw) 收 笋 子 两 个 
不 同 的 点 * 及 x*， 根 据 7。 条 件 , 存在 两 个 不 灾 开 集 台 及 
G 使得 xEG, xz"eG"， 由 于 xwzx, 存在 -整数 N， 使 得 当 
n>N 时 ，xesG。 又 由 于 xue>s*， 存在 一 整数 W*， 使 得 当 
nr 人 时 ，xvkG"， 设 整数 关 既 大 于 六 又 大 于 NN*，, 则 zw 
既 属 于 G 也 属于 C* ,这 就 同 G 及 G* 不 相交 矛盾 .] 

对 于 韭 Hausdorff 空间 ， 收 敛 序列 的 级 限 可 以 不 是 唯一 
的 ， 例 如 2.1.1 例 4， 拓 扑 室 间 六 的 序列 1,2,3,…,n，… 收 
化 于 每 一个 岂 然 数 。， 测 对 于 Hatsdortf 空间 ， 则 不 可 能 发 生 
此 种 情形 . 
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8 3 第 一 可 数 性 


6.3.1 定义 拓 盾 空间 称 为 是 第 一 可 数 空间 , 当 且 
仅 当 满足 下 述 第 一 可 数 性 条 件 ， 对 于 每 一 点 *E 开 ， 存在 包含 
点 * 的 至 多 可 数 个 基本 邻 域 的 族 和 3a:" 二 1,2,3,，……}, 使 得 
对 于 任 一 包含 点 * 的 基本 邻 域 6, 存在 自然 数 ”, 使 B.CG。 
{Bs:nEN} 称 为 在 点 x 的 可 数 基 ， 


对 于 拓扑 空间 也 1 每 一 个 点 x 有 可 数 个 形 如 ( * 一 二 ， 


和 + 汪 ) 的 基本 邻 域 请 足 定义 的 条 件 ， 故 6! 是 一 个 第 一 可 


数 空间 .但 是 也 存在 不 是 第 一 可 数 的 空间 ， 

例如 ,Fort 空间 。 设 并 是 一 个 不 可 数 的 集合 ,固定 X 的 一 
个 元 素 , 以 “表示 这 个 元 素 , 凡 不 包含 元 素 呈 的 子 集 均 取 作 其 
本 邻 域 ! 几 包含 元 素 四 的 ， 只 要 其 祭 集 是 有 限 的 ,也 取 作 每 本 
令 域 , 这 样 恒 得 到 一 个 紧 的 Haustorff 空间 。 然而 这 个 空间 
不 是 第 一 可 数 空间 .证明 如 下 ， 假设 不 然 , 设 这 个 空间 是 第 
一 可 数 的 , 在 点 % 有 一 可 数 基本 邻 域 族 {8,}， 由 于 Bu 包含 
点 co， BS 必 是 有 限 集 ,因而 

U{BI:nEN}=[N{Ba:nENYT 

必 为 可 数 ,既然 是 不 可 数 的 , 故 在 (8s:nEN} 中 必 存 在 异 
于 的 点 x， 但 是 {x} 是 一 包含 % 的 开 集 ,又 由 族 {8} 的 定 
义 ， 对 于 某 些 自然 数 mn, B,C{x} ,这样 一 来 ,x B,, 便 得 到 
矛 剧 。 所 以 不 症 第 一 可 数 的 。 

6.3.2 定理 第 一 可 数 空间 是 Hausdorff 空间 , 当 且 仅 
当 它 的 每 一 个 收敛 序列 有 叭 一 的 极限 ， 

证 明 ”由 6.2.3 的 定理 可 知 条 件 是 必要 的 。 为 了 证 明 充 
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分 性 , 设 第 一 可 数 空间 X 不 是 Hausdortt 空间 , 则 必 存 在 两 个 
点 * 及 》， 使 得 包含 x 的 开 集 与 一 切 包含 y 的 开 集 相交 ， 设 
{Ba(x) inEN}S{BA(Y:nEN} 
分 别 是 在 点 x 和 的 可 数 基 ,定义 
BX(x)= 们 Be(z)， 


Ren 
B84(»y)= 门 34(2)， 
ha 


“ 则 B(x) 与 B23(y) 分 别 是 包含 点 * 及 ?的 于 集 , 改 对 于 每 一 
自然 数 ,Bx(x) 门 B23(y) 隆 P。 选取 属于 这 个 交 的 一 点 x 
鲁 得 到 一 序列 xb xz xy ……， 又 设 Gx 及 Gy 分 别 是 包含 > 
及 > 的 任意 开 集 , 由 于 BX(x) 及 BX(y) 是 递 缩 的 ， 故 必 存 在 
自然 数 入 , 当 ”> 六 有 时， 

Bi(x)Cx, BACY)CHy, 
于 是 xwzx 加 有 时 xs>y。 收 化 序列 x» 有 两 个 极 跟 及 y。 
矛盾 ,] 

定理 ”如果 X 是 第 一 可 数 的 2" 空间 , 则 点 x 是 子 集 如 
的 极限 点 的 充分 而 必要 的 条 件 是 E 中 存在 相 异 点 的 序列 收 
敛 于 点 >。 

证 明 ”条件 显然 是 充分 的 。 需 证 必要 性 设 * 是 吾 的 
极限 点 ,如 上 述 定理 证 明 所 示 , 不 妨 设 18,} 是 点 x 的 递 缩 的 
可 数 基 . 由 6.1.3 的 定理 可 知 , 8. 门 (一 {x 外) 必 是 无 限 的 ， 
故 可 在 此 集中 选取 一 点 x,， 江 且 可 使 这 些 点 各 不 相同 。 如 
在 BINCE 一 {x}) 中 选 一 点 x1 在 B82 站 {一 {x}) 中 选 一 只 
于 zi 的 点 x2， 在 Ba( 互 一 {x}) 中选 工 异 于 xi xs 的 点 
xs 显然 ,xz 因为 1{B} 是 在 点 x 的 递 缩 的 可 数 基 .] 

定理 设 .f 是 从 第 一 可 数 空间 三 到 拓 提 空间 半 * 的 贞 
射 , 则 .在 点 *EX 为 连续 的 充分 必要 条 件 是 在 天 中 (xn) 收 
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全 于 x, 苍 洱 在 X* 中 ,( 了 Cx) 用 化 于 Ps) 。 

证 明 如果. 是 连续 的 、 设 在 拓 扩 空间 中 ，xn > 
要 证 明 在 天 * 中 ,了 (x)>f(x). 设 G" 是 X* 的 包含 f(x) 
的 开 集 , 则 .1(G*) 是 X 的 开 集 , 它 包含 *。 由 于 zx->%, 堵 
存在 自然 数 N, 当 并 时 ，xuE 广 !(G*)。 于 是 当 n> 
时 ;F(zn)eG", 所 以 了 (xn)> 了 (x)， 

和 如果 /在 点 x 不 连续 , 则 在 在 包含 A(z) 的 开 集 G*, 他 
得 对 于 华 一 个 包含 * 的 玫 集 G 均 有 

OING"FS, 

投 在 点 «的 递 缩 可 数 开 基 为 {84), 则 对 干 每 一 个 nf( Ba) 
Gb， 选 取 Ef(B)NG*， 由 于 2EJ(Bi), 可 取 点 
xm 使 得 了 (x) 一直， 采 然 (Bj 是 弟 缩 开 基 , 训 >x。 
然而 ， 由 于 xXeG*， 序列 (f(xs))=( 世 ) 不 可 能 收 笋 子 
Co 


§ 4 第 二 可 数 性 


6.4.1 定义 拓扑 空间 (和 ,2 ) 称 为 第 二 可 数 空间 或 
具有 可 数 基 的 拓扑 空间 ， 当 且 仅 当 它 满足 下 述 第 二 可 数 性 条 
件 : 拓扑 .9 具有 可 数 楚 ,也 就 是 说 , 存在 至 多 可 数 个 基本 邻 
域 六 ,Pa Pa ……， 使 得 .9 的 每 一 个 基本 邻 域 都 是 这 可 数 个 
基本 邻 域 中 车 于 个 的 并 . - 

显然 , 可 数 基 的 存在 , 既是 拓扑 不 变 的 ， 又 是 遗传 的 . 虽 
然 第 二 可 数 空 间 必 是 第 一 可 数 空间 ， 但 第 一 可 数 空间 不 必 是 
第 二 可 数 空间 .例如 ,以 不 可 数 无 限 个 元 素 的 集合 为 基 集 , 具 
有 离散 拓扑 的 空间 是 第 一 可 数 的 ,但 不 是 第 二 可 教 的 。 又 如 ， 
拓扑 空间 吾 ! 是 第 二 可 数 的 。 因为 两 端 为 有 理 数 的 一 切 开 区 
间 就 是 这 个 第 二 可 数 空间 的 可 数 开 基 ， 
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6.4.2 有 可 数 基 的 拓扑 空 间 具 有 如 下 简单 性 质 。 
定理 ”在 具有 可 数 基 的 拓扑 空间 中 ， 不 空 不 交 的 开 集 族 
` 至 多 有 可 数 个 开 集 ， 
证 明 ，” 设 第 二 可 数 空间 区 的 可 数 基 为 
{Buin€EN}, 
又 设 多 是 的 一 个 不 空 不 交 的 开 集 族 , 则 对 于 多 的 缀 一 个 
镍 集 C, 存 在 一 个 最 小 的 自然 数 ,使 得 BC 于 是 多 的 每 
一 个 开 集 对 应 一 个 自然 数 。 又 由 于 多 的 开 集 不 交 不 空 , 故 多 
的 不 同 的 开 集 对 应 不 同 的 自然 数 ， 故 多 的 元 素 的 个 数 不 超 
过 自然 数 的 个 数 ， 所 以 多 的 元 素 个 数 至 多 是 可 数 的 , ] ， 
6.4.3 ”定理 ”第 二 可 数 空 间 的 子 集 的 开 覆 盖 必 有 可 数 
子 覆 盖 。 
， ”， 证 明 设 如 是 第 二 可 数 空间 X 的 子 集 ，{ Bu} 是 X 的 可 数 
- .水 开 集 族 儿 是 互 的 开 覆盖 以 N( 多 ) 表示 一 切 可 能 的 使 
uCGe9 的 自然 数 ”的 集合 , 则 一 切 使 得 neRR (多) 的 B 
即 己 禾 盖 集 书 , 即 
ECUftBn:neN (G)}. _ 
然后 在 多 中 选取 子 集 族 (G,}, 使 得 对 于 每 一 个 上 BCG，。 
显然 ,可 数 开 集 族 {G"} 禾 盖子 集 已. ] 
定义 ”拓扑 空间 称 为 Lindelaf 空间 , 当 且 仅 当 它 的 每 个 
开 种 盖 有 可 数 子 禾 放 。 
因此 ,第 二 可 笋 空间 是 Lindel5f 空间 。 同 时 ,我 们 证 明了 
可 数 紧 的 Lindelaf 空间 是 紧 空间 。 
6.4.4 我 们 知道 , 对 于 E! 空间 的 平常 拓 拉 ,每 一 个 点 
的 每 个 基本 邻 域 均 包含 百 : 的 不 可 数 个 点 。 把 这 种 情形 加 以 
普遍 化 ,我 们 得 到 
定义 在 拓扑 空间 关中 ， 一 点 x 称 为 子 集 互 的话 聚 点 ， 
雪 且 仅 站 包含 点 的 每 个 基本 邻 域 均 含有 巨 的 不 可 数 个 点 。 


“ol, 


据 此 我 们 可 征明 
定理 ”第 二 可 数 空间 的 不 可 数 子 集 至 少食 有 一 个 绛 罕 

点 - 

证 明 设 其 有 可 数 基 12 中 的 拓扑 室 间 六 的 子 集 五 没有 

朗 罕 点 .对 于 每 一 点 *E 刀 ,存在 一 基本 邻 域 有 使 得 召 。 妃 

至 多 是 可 数 的 ,于 是 ， 

FEU{B, NE:2EE} 

是 至 多 可 数 个 至 多 可 数 集 的 并 。 词 而 到 多 可 数 .不 盾 .1] 
6,4.5 定理 局 部 紧 的 第 二 可 数 空间 是 仿 紫 空间 , 
证 明 不妨 设 此 空间 的 可 数 菇 的 每 一 个 基本 邻 焉 的 闲 包 

是 紧 的 , 则 此 空间 是 可 数 个 紧 子 集 之 着， 于 是 根据 5.4.3 本 

定理 ,可 知 此 空间 是 仿 紧 的 . ] 


8$5 可 分 冠 间 


8.5.1 定义 、 拓 六 空间 X 的 季 集 上 称 为 先 密 于 天, 当 岂 
仅 当 启 二 下 拓扑 帘 闻 下 称 为 是 可 分 的 ， 当 且 仅 当 玉 存在 
至 多 可 数 的 稠密 子 集 。 

虽然 可 分 性 是 拓扑 性 质 ， 但 却 不 是 遗传 性 质 ， 例 如 设 
(居多 ) 是 一 个 任意 的 拓扑 空间 。 添 加 一 个 新 元 索 于 ， 
令 久 "一 入 U{%m), 又 添加 新 元 素 吕 于 (X,-7 ) 的 每 一 个 基本 
邻 域 ,得 

FAGG*=GU{), CET }, 
则 (X*, +) 是 拓扑 空间 ,而 (ee} 是 它 的 稳 密 子 集 ， 故 (X*， 
F*) 是 可 分 的 ,但 子 空间 (X,.7 ) 孝 不 必 是 可 分 的 ， 

如 果 可 分 拓 拉 空间 的 每 个子 空间 都 是 可 分 的 ， 这 拓 盾 笠 
间 就 称 为 遗传 可 分 的 。 

定理 ”第 二 可 数 空间 是 遗传 可 分 的 。 


182， 


证 明 ”因为 第 二 可 数 空间 的 子 空间 也 是 第 二 可 数 的 空 
词 ,所 以 ,只 需 证 明 每 一 个 第 二 可 数 空间 是 可 分 的 、 在 可 数 基 
的 钨 一 个 开 集 任 取 一 点 ,如 此 得 到 的 子 集 显 然 吓 稠密 的 .] 
6.5.2 反 过 米 , 可 分 的 拓 托 空间 不 必 是 4 
例如 ，Appert 空间 ， 设 X 是 一 切 自然 合 ， 以 
NN (nm, 五 ) 表示 含 于 互 中 的 小 于 或 等 于 ”的 自然 数 的 个 数 ， 
取 开 的 子 集 G 为 基本 邻 成 ,1 和 Gil1eG 而 
GD) 


lm 1 
mm 


我 们 来 证 明 , xX 是 可 分 的 ,Hausdorff 的 , 非 第 一 可 数 的 拓 
六 空间 . 
”” 设 G1 及 G4 是 基本 邻 域 ， 如 果 1 G1nGs, 则 Ginos 
仍 为 基本 邻 域 。 如 果 16G1 站 Gs, 需 证 
lm OO NG 1， 
旭 玫 入 CGO) NC,G5)=n, 显 然 ,车 166, 则 


jim 60, 
赤 


坝 由 16C1 及 16EG3) 有 


Nn Ge 
iim 6D) 
加 


0 hin 0 _ 


0, 
考虑 方程 
NOoGNMG) + Nn NG + NG, GINGS) + 
+ Nn GINGS)=n 
及 不 等 式 
Na, GNGD SEN, G5)， 
N(n, GING) EN(n, G0), 
Nn GINGS ENGn, G9), 
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得 


lim ONG) -1 iim 


n n 


Nm GNGD)_ 


Jim GIN) jim GN68) 


Sb md Dm oD 1. 
得 
inaeineu 1, 


所 以 ,GimGs 仍 为 基本 售 戌 ， 这 就 证 明了 X 是 拓扑 空间 。 太 
显然 是 可 分 的 - 

区 是 Hausderff 空间 : 设 * 及 yy 是 X 的 两 个 相 异 的 点 
如 果 * 关 1 天 9, 风 {x} 及 {y} 即 为 包含 点 * 及 的 不 交 邻 域 。 
和 如果 * 基 1=y， 则 集 {x} 及 {x} 为 包含 点 * 及 》 的 不 交 令 
域 ， - 

于 不 是 第 一 可 数 空间 ， 设 {B 小 是 于 点 1 的 可 数 厅 基 。 
每 个 Bu 必 是 无 限 的 , 故 可 在 每 个 Bs 中 ,选取 一 点 x.6B,, 使 
得 x，>10", 设 

G={x, 9 Kay rs Cus os ~ 
我 们 来 证 明 6 是 包含 点 1 的 基本 邻 域 .由 于 
N(n,G)>n—logons 
故 


Bm 6 jim? 一 1 ， 
到 


所 以 ,G 是 包含 点 1 的 基本 邻 感 。 但 是 , 由 于 {B,} 是 于 点 工 
的 开 基 , 故 对 于 某 个 n， 1eBnCG.。 而 xneBn, 故 xncG, 这 就 
辐 xnKG 巴 盾 .1 
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§ 6 正则 空间 与 正规 空间 


8.8.1 定义 拓扑 空间 环 为 正则 的 , 当 旦 仅 当 它 满足 正 


出 答 件 ， 和 如 果 所 是 XY 的 闭 子 集 , 而 是 不 属于 万 的 一 点 , 则 
存在 两 个 不 交 的 开 集 ,一 个 包含 丸 ， 另 一 个 包含 点 *。 

易 证 正则 性 是 拓扑 性 质 和 遗传 性 质 . 

定理 ”拓扑 空间 工 是 正则 的 当 且 仅 妆 对 于 每 一 点 sex 
及 包含 点 * 的 开 集 G, 存 在 一 开 集 6*, 使 <<C*CG"CG， 

证 明 设 XY 是 正则 的 ， 县 点 * 属 于 开 集 G。 下 =X 一 6 
是 一 财 集 , 它 不 包含 点 x， 根据 正则 短 件 ,存在 两 开 集 Gs 及 
Go 使 得 Gx 站 Gr 二 $9, 朋 x6Gx CGF。 由 子 GxCGS， 

BrCB7=GSCFe=C 
于 是 得 - 
XZEGxCOxCC。 

反之 , 设 条 件 满足 , 而 点 * 不 属于 闭 集 政 , 则 + 属于 开 
集 Fr。 由 假设 ,存在 开 集 G*, 使 
~ EG CC 下 
显然 ,G* 及 G™ 即 为 分 别 包含 点 x 及 集 下 的 不 交 开 集 ， 歼 
入 是 正则 的 .] 

定义 “正则 的 7 空间 称 为 Ys 空间 。 

显然 ，7s 空间 必 是 7 空间， 但 7。 空间 不 必 是 Ts 空 
词 . 例如 , 设 X 是 直线 上 点 的 集合 , 一 点 x 的 基本 邻 域 定义 
为 任 一 包含 点 * 的 下 区 间 内 一 切 有 理 点 (坐标 为 有 理 数 的 点 ) 
及 点 * 所 组 成 的 集 。 显然 X 是 -拓扑 空间 , 它 不 是 正则 的 ， 
然而 却 是 7。 空间 ， 

5.6.2 定义 “拓扑 窗 间 称 为 是 正规 的 , 当 且 仅 当 它 满 
足 正规 条 件 ， 如 果 五 ; 及 所。 是 X 的 两 个 不 交 闭 子 集 , 则 存在 
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也 个 不 交 开 集 , -个 包含 下 1, 另 一 个 包含 好 > 

定义 ”正规 的 7; 空间 称 为 了 空间， 

显然 ,74 空间 也 是 7s 空间， 但 反之 则 不 然 ， 例 如 , 没 
是 玖 2? 中 那些 ?=0 的 点 (x,y) 的 集合 。 对 于 ?>0 的 点 (>， 
2), 取 以 (x, ?) 为 中 心 的 圆 的 内 部 为 点 (x, y) 的 基本 邻 感 . 
对 于 ?=0 的 点 (x,0), 则 取 中 心 在 上 兴 乎 向 切 横 负 于 点 (>， 
0) 的 圆 的 内 部 及 点 (x,0) 所 成 的 集合 为 点 (x, 0) 的 基本 邻 域 . 
下 是 一 个 T's 空间 , 但 它 却 不 是 正规 空间 。 因 为, 对 于 
切 有 理 点 的 集 与 一 切 无 理 点 (坐标 为 无 理 数 的 点 ) 的 
集 , 虽 然 它们 是 不 交 闭 集 , 但 却 不 存在 分 别 包含 这 两 个 闲 集 的 
不 交 不 空 的 开 集 . 

6.6.3 正规 性 的 特征 如 下 

定理 拓 提 空间 X 是 正规 的 , 当 且 仅 当 对 于 任意 闭 集 万 
及 包含 的 开 集 G ,存在 一 开 集 6" ,使 FCO*COICEG. 

证 明 设 和 是 正规 的 , 且 半 集 产 含 于 开 集 @, 则 五 = 一 
G 是 与 下 不 相交 的 闭 集 .根据 正规 条 件 , 存 在 两 不 交 开 集 Gz 
及 Ci, 使 得 FCGr KCGE, 由 于 GrCXGE, 鼓 

GrCXCO7=X 一 GCT 一 KG 

反之 , 设 条 件 成 立 ,而 下! 及 下， 是 XX 的 不 交 闭 集 、 此 时 、 

太 !CX 一 下 2。 根据 假设 ,存在 开 集 G* ,使 得 
FICO*CGCX—Fs, 

显然 ,G* 及 一 G* 分 别 是 包含 Pi 及 严 ; 的 不 交 开 集 ,] 

定理 (Yppicon) 拓扑 空间 玉 是 正规 的 , 当 且 仅 当 对 于 天 
的 任意 两 个 不 交 闭 集 下 及 了 >, 存在 一 连续 映射 

fiX—>00,1], 

使 得 了 (F1)={0},，/(F2)={1}。 

证 明 如 累 存在 所 说 的 连续 映射 7:X >[0,1， 则 由 于 
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六 (于 )) 及 疡 (二 ) 是 分 别 包 含 Pi 及 的 不 灾 


开 集 , 故 X 是 正规 的 。 
反之 , 设 是 正规 的 , 我 们 来 构造 一 个 合乎 要 求 的 映射 
8 根据 1.5.2, 首先 将 [0,1] 的 一 切 有 埋 数 依次 用 自然 数 作 
下 标 表示 出 来 : 
Thoraro Td re sy 
注意 使 六 一 0)ra 一 1， 然 后 , 对 于 每 个 自然 数 4， 定义 开 集 
Gr， 使 当 mc<ey 时 GCCGr。Gr 归纳 地 定义 如 下 ， 对 于 
=1， 令 Gn 二 卫 一 让 2 对 于 7 二 0, 令 Gr, 是 包含 下 而 共 闭 
包含 于 6r, 的 一 个 开 集 。 即 6., 满足 
FICG, CO CHE, 
对 于 ">>3 ,假设 Cr Gr Gr 07,, 鸭 己 定义 到 满 足 笨 
件 
jn rrry 
的 最 大 的 ri 与 最 小 的 j, 因 C0,CGr,; 故 由 久 的 正 靓 性 , 存在 
一 包含 8,, 而 闲 包 含 于 G7, 的 开 集 ,定义 此 于 集 为 Cr, 即 Cr。 
满足 条 什 
GE-CG-CG-CGr， 
因此 ,根据 数学 妇 纳 法 原理 , 对 于 一 切 含 于 [0,1] 的 有 理 数 >， 
Gr 均 已 定义 , 且 当 "<s 时 ,BCGs. 
”现在 定义 映射 x 如 下 ， 如果 *EP ,定义 g(z) 一 1; 如 果 
xz 估 五 9 定义 
& (4) 一 inffr:xcG 
显 见 ,对 于 任意 xEX,g(x) 是 [9,1] 的 一 个 确定 的 实数 。 我们 
注 痢 , 当 且 仅 当 存在 +<9, 使 xE0, 时 ,g(x)<y。 故 
{x:g(x)<9}=U{Gr:r<g} 
是 一 开 集 ， 又 当 且 仅 当 存在 7 之 p, 合 x6 时 ,g(x) 之 py 因 
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而 
{xig(x)>p}=U{X—6 :> 7p} 

也 是 一 开 集 。 从 而 g“![《p, 9)] 也 是 开 集 。 所 以 g 是 连续 的 
显然 8(F1)={0},g(F2)={1}.] 

6.6.4 现在 证 明正 规 性 的 充分 条 件 . 

定理 仿 紧 的 Tausdorff 空间 是 正规 的 。 

证 明 首先 证 明 仿 紧 的 Hausdorff 空间 是 正则 的 、 设 
是 仿 紧 Bausderft 空间 X 的 一 点 ， 五 是 不 含 的 闵 子 集 ， 因 
为 庆 是 Hausdorff 的 , 故 对 于 FF 的 每 一 点 x, 存在 不 交 开 集 
Ds 及 Vx 使 EDx,xEVx, 考虑 混 民 一 下 及 一 切 这 样 的 开 集 
Vx 所 成 的 并 覆盖 , 根据 开 的 仿 紧 性 , 存在 局 部 有 限 开 加 细 
{Veiw€4A}。 设 广 是 与 天 相交 的 一切 Vs 之 并 .当然 ， 亚 是 包 
含 王 的 开 集 : 根据 假设 ,存在 开 集 严 ?p, 只 和 [Fe:cc4 中 的 
有 限 个 

Vo Vas es Pe, 
相交 ， 每 个 和 五 相交 的 了 s, 必 仿 于 某 一 Vx,,xi€ 下 ,选取 对 应 
的 Uw, 令 
Ua NN W VeN Us,=$)], 

则 如 是 包含 点 而 与 不 交 的 开 集 。 

其 次 证 明 X 是 正规 的 。 设 及 也 ,是 了 的 两 个 不 交 闭 
集 . 由 上 面 所 证 , 对 于 的 每 一 点 *， 存在 不 交 开 集 Us 及 
Jr xEUyx 而 CVx。 考 虚 由 此 种 开 集 Ux 及 XX 一 Fi 所 成 
的 开 柳 盖 。 根据 仿 紧 性 , 存在 局 部 有 限 开 加 细 {Ua;€4}。 
以 本 表示 与 相交 的 一 切 Fe 之 并 , 则 UU 是 包含 了 Fi 的 开 
集 , 此 时 .对 于 已 :的 每 一 点 y, 存 在 开 集 球 ，， 只 和 {Ze:xkL41 
中 的 有 限 个 

Uos Do 

相交 。 且 对 于 每 个 oi, 存在 Fz， 使 ZewCDwyxikeRi， 取 与 
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之 不 交 的 Px 了 Fa, 令 

ks=W ,NTN {Dy :rE RPL Vs NUz=6}], 
则 &y 是 包含 点 » 与 区 不 相交 的 开 集 .以 天 表示 一 切 这 些 开 
集 Ky 的 并 , 则 大 是 包含 五 的 与 UU 不 交 的 开 集 .] 

定理 ”正则 的 Lindelaf 宅 闻 是 正规 的 、 

证 明 设 F 及 "是 正则 Lindel5f 空间 的 两 个 不 交 的 
久子 集 , 需 证 在 在 商 个 不 交 的 开 集 0 二 下 及 G" 汪 F"， 易 证 
下 及 F* 都 是 Lindel6f 的 子 空间 。 氢 据 正则 条 件 , 对 于 每 一 
点 we, 存在 开 集 Gx, 使 得 xEGxCE6xCK 一 F*。 于 是 , 开 集 
族 {Gs:xEF} 是 Lindel5f 集合 也 的 开 樟 盖 , 政 存 在 一 可 数 子 
覆盖 {6 汪 。 类似 地 , 对 于 每 一 点 xEf*, 存在 开 集 民 3, 使 
xEGXCOYCYX 一 FP 开 集 族 1G4:xEF*} 是 + 的 开 柳 盖 , 它 
有 一 可 数 子 覆盖 {G 条 ， 不 难 难 证 


G= [LG UG] 


0°= U6 -UG 


是 不 交 的 开 集 ,分 别 包含 闭 集 记 及 Wr*.] 


8 7 金正 规 空间 与 金正 则 空间 


6.7.1 定义 拓 捉 空间 称 为 全 正规 的 当 旦 仅 当 请 中 
全 正规 条 体 : 如果.1 及 是 X 的 分 离子 集 ， 则 存在 两 个 不 交 
开 集 ,一 个 包含 4, 易 一 个 包含 B 

全 正规 的 空间 称 为 了 : 空间 . 

出 于 不 交 闭 集 是 分 高 的 , 因此 ,全 正规 空间 是 正规 空间 ， 


“109 


7 守 间 是 274 空间， 

由 下 述 定理 可 见 , 全 正规 室 间 又 可 称 为 但 传 正规 空间 、 

定理 ”拓扑 空间 耻 是 金正 规 的 , 当 且 仅 当 XX 的 每 个 子 空 
问 是 正规 药 . 

证 明 没入 是 全 正规 的 , 了 是 X 的 子 空间 。 4 及 B 是 Y 
的 不 交 闭 集 ， 由 于 14, 都 闭 于 了 ， 

ANB=(A4N7)NB=(AND NENY)=AN B=$, 
间 理 
ANMB=$. 
帮 4 及 8 在 空间 关中 是 分 离 的 。 根 据 X 的 全 正规 性 , 存在 开 
集 04 必 A,0aB， 0a 站 0a=p， 故 O04sN 了 及 OanY 是 Y 
中 的 不 交 开 集 , 甩 OsOFD4，0snF2DB， 所 以 工 是 正规 
的 . 

今 设 天 的 每 个 子 空间 了 都 是 正规 的 , 我 们 来 证 是 全 下 
规 和 允 ， 设 .4 及 B 为 X 的 分 离子 集 , 4 站 B=$, 4 门 B=。 考 
虚 子 定 间 了 (4 门 了 ,集合 4 了 及 NY 是 了 的 闭 集 ， 
它们 不 相交 ,因为 

(ANTINGGNY)=(ANB)NT= 
=(4NB)N(4NB)=$. 
由 于 了 是 正规 的 , 故 存在 子 空间 了 的 不 交 开 集 04 及 Os, 使 
0aDA4NY.0sBNT， 由 于 了 =(4 门 B》* 开 于 X, 故 0 
及 04 也 是 荆 的 开 集 . 而 且 4C0, 8COw。 因 为 
ANY=AN(ANB)Y=(4N4°)U(ANB°)= 
=ANB OANE’=A4, 

同 理 ,BNY 沪 8&8， 所 以 , 信 的 不 交 开 集 04 和 04 分别 包含 4 
及 B.1] 

6.7,2 定义 ”拓扑 空间 XX 称 为 是 全 正则 的 , 当 且 仪 当 它 
满足 金正 则 条 件 ， 如 果 下 是 X 的 闭 集 , x 是 六 的 不 属于 下 的 
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点 , 则 存在 连续 映射 
六 一 >[0,11， 
使 得 /(x)=0 而 ACF)z=tl1}， 

人 正则 的 区! 空间 称 为 Tnxonos 空间 ， 

全 正则 性 质 弃 是 丘 扑 性 质 又 是 遗传 性 质 。 显然 ， 余 正 则 
室 闻 是 正则 的 ， 凋 Taxoxon 守 间 则 是 Ts 空间 , 根据 6.6.3 
的 定理 ,7' 帘 间 必 Txofos 由 于 有 这 些 关系 ,我 们 可 
把 Thxxouos 空间 称 为 Ts 空间 。 

6.7.3 ”定理 ”正规 室 间 是 全 正则 的 , 当 且 仅 当 它 是 正则 


的 。 
证 明 只 需 证 明正 规 且 正则 的 空间 瑟 是 全 正则 的 . 设 下 
是 的 不 含 点 x 的 闲 集 , 故 xEX 一 FF 从 6.6.1 的 定理 可 
知 , 存 在 一 开 集 G ,使 得 
XeECCGCXK 一 严 ， 
由 于 了 及 世 是 正规 窗 间 开 的 不 交 闲 集 , 故 由 6.6.3 的 定理 ， 
存在 连续 映射 
” Ff:X— >[0,1], 
使 fA(F)={1}, A(G)={0}。 出 于 xeG, 则 了 (x)=0, 因而 
入 是 全 正则 的 .了 


习 题 
。 证明，Z 空 间 丰 折 补 不 变 的 , 兄 空间 也 是 拓 扩 不 变 的 、 
。 证明: 在 多 空间 肉 ,有限 和 集 没有 极 限 点 。 
， 证明: 在 T 空间 内 ,包含 多 十 一 点 的 连 道 集 必 是 无 限 集 。 
, 直接 根据 Ti 空间 的 定义 证 上 明 6.1.3 的 定理 
， 证 明 ; 腾空 章 的 单 点 紧 化 空间 是 多 空间 。 
， 设 (9 ) 基 折 扑 空间 ,7 * 委 条 。 证 肯 如 果 ( 了) 是 T 窑 间 ， 
刚 {, 7) 是 克 空 间 如 果 ( 忆 了 ) 是 五 空间 , 则 (了 9*) 也 是 于 空 


四 
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向 。 

7. 证明， 多 空间 是 拓扑 不 变 的 。 

8. 证 明 ， 多 空间 是 遗传 的 。 

89， 如果 (, 入 ) 是 鸭 空 间 ,而 条 * 委 条。 证 明 ( 避 宁 纪 是 空间。 

10， 证 明 : 如 果 ( 马 元 ) 是 Hausdorft 宜 间 ,( 世 Ya) 是 紧 空 间 , 且 
FPF NF 

了 证明， 第 一 可 数 性 是 拓扑 不 变 的 。 

12、 证 明 ， 第 一 可 数 性 昆 遗 传 性 质 。 

13。 证 明 : 第 二 可 数 铂 是 拓扑 性 质 . 
数 性 是 遗传 性 质 . 

15. 证 明 ， 第 二 可 数 空间 是 第 一 可 数 空 间 . 

16. 证 明 ，Lindelif 空间 是 连续 映射 不 变 的 。 

17， 证明: Lindeltf 空间 的 亲子 集 是 Lindelsf 空间 。 

18， 证 明 : 可 分 空间 的 连续 象 仍 是 可 分 空间 。 

19， 证 明 ，6.5.2 的 Appert 空间 是 可 分 空间 ,是 Lindelif 空间 。 

20。 证 明 可 分 第 一 可 数 空间 遗传 可 分 。 

21。 证明， 正 刚体 是 攻 补 性 质 ， 总 遗传 性 质 。 

22. 证 明 ， 正 则 的 多 空间 是 用 空间 。 

23。 证明: 正规 性 是 折 站 性 质 ， 

24. 证 明 ， 局 部 紧 的 有 可 数 基 的 Hausdorff 穹 间 是 正规 的 。 
”25， 证 明 ， 有 可 数 此 的 正则 空间 是 正夫 的 ， 

26， 证明， 全 正 磺 性 是 拓扑 性 质 。 

27， 证 时， 全 正则 性 是 拓扑 性 质 ,是 遗传 性 质 . 

28， 如 果 “ 及 是 四; 空间 的 相 异 点 ,证 明 存在 实 信 连 续 喘 射 了, 使 
Fl) FAY). 
，29. 人 在 瑟 上 定义 基本 邻 域 读 了 的 元 素 为 

{x 9) ab, cyad}, 

拓扑 空间 ( 瑟 , 4 ) 称 为 Sorgenfrey 平面 。 证 明 此 空间 是 可 分 的 , 非 
Lindel8f 的 ,Hausdorff 的 。 

30, 设 天 是 Hansdorif 空间 ,OCX 是 紧 子 集 , Pp 其 CO。 证明 存在 不 
交 开 集 , 其 一 包含 点 2 另 一 包含 P， 
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31, 设 开 是 Hansdorff 冠 间 , 瑟 天 C 和 是 两 不 交 紧 集 , 证 明 存 在 两 
不 交 开 信 ,其 一 包含 二 另 一 包含 ， 

32, 证明， 拓扑 空间 卫 是 正规 的 , 当 且 仅 当 马 的 每 ~ 有 限 开 握 关 
具有 有 限 团 加 细 。 

33. 设 互 是 一 全 序 党 ;2 为 在 筷 上 的 序 折 扑 ( 见 第 二 章 习题 13) ,证 
明 ( 邓 ,7) 是 金正 规 的 。 

34, 证 盟 : 第 一 可 数 的 可 数 紧 空 间 是 序列 时 的 〈 见 第 五 章 习 题 
1), 


otse 


第 七 章 度量 空间 


§1 度量 空间 


7.1.1 度量 空间 ,是 拓扑 空间 的 最 重要 的 类 型 ， 这 是 比 
王 氏 空间 较 广 的 一 种 特殊 的 拓扑 空间 ， 因此, 在 度量 空间 的 
基础 上 ,更 易于 理解 拓扑 空间 , 在 鹿 量 空间 的 基础 上 , 更 便于 
深入 理解 欧 氏 空间 .本章 专门 研究 旗 攻 空间 ， 

定义 ” 设 X 是 一 个 集合 ,d 是 从 下 x 到 非 负 实数 集 的 
映射 ,如 持 对 于 一 切 x, y, zEx ,满足 条 件 ， 

LM.1] d(x,x)=0! 

[M.2] d(x,z)<d(x, y)+d(y, 2)s 

[M3] d(x,y)=d(y, x) 

[3.4] x 关 ?> 蕴涵 dx 2y)>0; 
则 4 称 为 集 X 的 许 量 , 而 d(x,y) 称 为 点 x 及 y 之 间 的 距 
离 。 

如 果 a 只 满足 条 件 [M1];[M.2],[M.3], 则 < 称 为 X 
的 伪 讼 量 ;如 果 a 只 满足 条 件 2M.1],[M .23,[M.4], 则 a 称 
为 拟 度 量 ; 如 果 4 只 满足 条 件 -M-1] 及 [ 双 .2], 则 4 称 为 拟 伪 
度量 ,本 书 只 限于 研究 度量 . 

例如 ,在 数 直 线 忆 ! 中 ,定义 珊 数 * 及» 之 间 的 距离 为 
d(x, 》) 二 |x 一 1。 根据 绝对 值 的 性 质 ,不 难 验 证 , 映射 < 清 
足 上 述 四 条 件 , 故 4 为 至 ! 的 度 明 ， 

又 如 ,在 欧 氏 平面 召 : 中 ,定义 两 虑 (xu2a) 一 + 及 (za， 

"ae 


32) = 之 间 的 距离 为 

d(x I) =Y x+ . 
显然 满足 上 述 四 条 件 。 第 二 个 条 件 相当 于 说 三 角形 两 边 之 和 
大 于 第 三 边 , 故 第 二 个 条 件 可 称 为 “三 角 不 等 式 ”。 故 必 是 忆 ? 
的 度量 。 

在 2! 与 5 中 ,除了 .上 述 度量 外 , 还 可 能 有 其 他 人 的 度 
量 . 例 知 , 当 x=3y 时 , 令 4 (x,x) 二 0; 而 当时 ; 令 d(x， 
二 1, 基 这 样 定义 的 映射 4 仍 是 度 灵 .所 以 , 对 于 同 -- 个 集 
合 ,其 度 基 可 能 有 多 种 . 

一 个 集合 的 度 基 的 重要 意义 就 在 于 可 以 利用 它 来 确定 拓 
扑 。 如 果 * 是 具有 度 显 < 的 集 X 的 一 点 , 而 8 是 任 一 正 实 
数 , 则 使 得 <(x, y)<8 的 一 切 点 ?和 的 集合 称 为 以 x 为 中 
心 .以 5 为 半径 的 球 或 球 邻 域 , 记 为 8(*,8), 妓 

B(x, 68) = {yyER, d(x, y)<E}. 
47.1.2 定理 在 一 具有 度量 4 的 集合 区 中, 一 切 点 的 
一 切 球 邻 域 的 族 是 XX 上 的 一 个 拓扑 。 

证 明 显然 , 六 的 每 一 点 均 有 包含 该 点 的 球 邻 域 , 例如 
x€EB(x, 8), 

叉 ,如 果 xEBCx1 ED) 人 \B(z2, 82); 则 d (x3 2) B15d (ro 
x)<8y。 歼 BI 一 d(x1，x) 0,82 一 d (xz xx)>>0。 设 8= 
min{81 一 d(x *),62 一 d(x2, x)}, 我 们 来 证 明 

B(x,8)CB(x1, 81) NN B(xs, 562), 
设 yEB(x,8), 则 
d(y, xz) dy x)t d(x, x ) Et d(x, x1) 
S81—d{(x, x1)} + d(x, x1) =613 
d(y, wa) <d(y, 4)+ d(x, ra) E+ d(x, x2) 
EB — d(x, x2) + d(x, x1) =82, 
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B(x, SICBCxbsnDPSCxa 62),] 

7.1.3 ”由 上 述 定理 可 知 ,如 果 X 是 一 个 具有 度量 4 的 集 
合 , 则 一 切 球 邻 域 的 族 是 了 上 的 一 个 拓扑 ,此 拓扑 称 为 度 景 4 
诱导 的 拓扑 .以 XY 为 基 集 ,以 X 的 度 员 4 所 诱导 的 拓扑 结构 
为 托 扑 结构 的 拓 牛 空间 就 称 为 度量 空间 , 简 记 为 {X, 4)。 因 
比 , 度 景 空间 是 一 种 拓扑 空间 , 不 过 它 的 拓 盾 是 由 度量 诱导 
的 。 

不 网 的 度量 可 能 诱导 出 等 价 的 折 扑 。 例如 , 在 欧 氏 平面 
五? 中 ,下 面 两 度 昌 

dr 9), x2 p20) = Crt— ra) + (HT— Ya) 

(x 90 (za 92)) = ma [xi— xz), [一 32| 
诱导 出 等 价 的 拓扑 。 因 为 度 昌 < 的 球 邻 域 B(x,8) 是 半径 为 
的 加 ,而 度量 d* 的 球 邻 域 3"《x, 85) 则 是 边 长 为 28 的 正方 
形 . 显然 ,B(x, 5)C Bt 而 如 (生计 jC Bx 2) 可 
见 4 和 dd?* 诱导 出 的 拓扑 是 等 价 的。 诱导 出 等 价 拓 扩 的 度 最 
称 为 是 等 价 的 度量 .问题 是 ， 对 于 给 定 的 拓 扩 空间 (和, )， 
是 否 存在 和 上 的 度量 4 ,使 得 ,4 诱导 的 拓扑 与 2 等 价 ? 如 果 
这 样 的 度量 4 存在 ,我 们 称 拓扑 空间 (和 ,3 ) 是 可 度 晤 的 。 
研究 可 度 虽 的 拓扑 空间 , 是 拓扑 学 的 重大 课题 。 本 弄 只 提供 
一 个 引 论 。 


8 2 度量 空间 的 拓扑 性 质 


当 .2.1 定理 度量 空间 是 Tausdorff 空间 。 
证 明 设 x 及 是 度 时 空间 (入 ,4) 的 两 个 人 异 的 点 ， 则 


4(x,y)>0. 设 8 是 一 正 实数 , 满足 条 件 0<-e<--<C 2 ， 


“6. 


划 6(x*, 6) 及 B(y,8) 是 分 别 包含 * 及 y 的 开 集 。 我 们 断言 ， 
#(x,5) 及 8(y,5) 不 相交 。 和 假设 相反 ,zB(x,5) 几 B(y,8)， 
于 是 
d(x, y) Ed(x, 2) td(z, y)= 
=d(x,2) td(y, 2) EtH<d(x, »), 
这 是 不 可 能 的 . 所 以 ,这 两 个 开 集 不 相交 .] 
4 定理 ”度量 空 河 是 全 正规 的 。 
证 明 投 4 及 B 为 度量 空间 (XX, a) 的 两 个 分 离 了 集 。 对 
于 4 的 每 一 点 x 及 B 的 每 一 点 2 由 于 * 多 互 ;3? 天 了 故 必 在 
在 B>0 及 By>0. 使 
Br, ba) 站 总 一 风 ， 
B(y, 8) 所 4 一 下 
我 们 来 证 明 , 开 集 


及 开 集 

co=Ufa(y | 
不 相交 。 假设 zEGa 站 Gs， 则 存在 一 点 xE4 及 3EB， 使 zE 
B(x, 名 ), EzeB(» 院 ), 罗 而 


dx)< 和 党， 

. dy < 于 
而 
dy) Sd) +d y+ 


于 是 当 6y&By 时 ,d(x y)<Bxy 豆 xEB(x, Bx); 当 Bx<<8y 时 、 
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d(x,y)<8y, 邯 xEB(y,8,)。 无 论 何 种 情形 , 都 是 不 可 能 
和 的， 所 以 ,G4 与 Ga 不 相交 .1 

演 理 ” 度 虽 空间 是 第 一 可 数 的 。 

证 明 设 x 是 度 基 空间 (和 ,4) 的 一 点 ， 如 果 对 于 每 一 自 
然 数 ，… 令 Bux) 一 B(x, 十) 我 们 使 得 到 包含 点 Y 的 可 数 开 
集 族 . 今 设 * 含 合共- 下 信人， 则 存在 一 正 数 6, 使 得 B《*， 
8)C6。 于 是 ， 只 要 二 <6, 便 有 Bn(x)C6, 因而 六 是 第 一 可 


数 的 .] 

7.2.2 从 第 六 章 知 道 第 二 可 数 空间 必 是 可 分 的 ,Linde- 
36f 的 。 现 在 ,我 们 来 证 明 相 反 的 情形 。 

证 理 可 分 永昌 空间 是 第 二 可 数 的 ， 

证 明 “ 衣 (X,e) 是 可 分 揭底 县 空间 , 且 = 人 是 X 的 
可 数 稠密 子 集 ， 我 人 断言 球 邻 域 几 


本 区 aaa 


是 拓扑 的 可 数 开 基 . 我 们 只 须 证 明 , 对 于 每 一 含 于 开 集 6 的 
点 *, 存 在 族 中 的 球 域 ,包含 点 * 而 含 于 0. 根据 开 集 的 定 
义 , 必 存 在 一 球 邻 域 

B(xz,s)CG- 


2 元 四 工 
取 到 < 全 ， 即 人 > 全， 由 于 吾 = 了, 巩 必 存在 xuea(s 证 )， 


和 | 


即 d(x， zr)< 计 ,己见 xeB( xw 喜 ) 现在 证 明 B(x 十) 
CG. 设 2EB( =。 寺 ) 即 do sa)< 于 ,而 


dx I Eds sn) + drm y) < 
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于 是 36B(x BCG. 所 以 ,B(xo 去 )ce.] 


.这 理 Lindel6f 度量 空间 是 第 二 可 数 的 ， 
证 明 设 (XX,d) 是 Lindel6f 的 庶 曙 空间 ,对 于 任 一 固定 
的 下 然 数 和 球 邻 域 族 


[ev :ex 
是 二 的 江 材 痊 ， 根 据 Lindel5f 性 质 , 必 企 在 一 可 数 子 窗 蔓 
| Bax 去) 是 自然 数 | . 
我 们 断言 , 球 才 域 族 
和 8(:99, 汪 :4 是 自然 数 ) 
是 拓扑 的 可 数 开 基 。 设 点 * 是 开 集 个 的 任 一 点 , 根据 开 集 的 
定义 ,存在 一 使 B(z, 9)CG， 选 取 寺 < 于， 即 巡 二 ,对 于 


这 样 的 叉 值 ， 
fas, 二 ):ne g | 


是 X 的 开 模 盖 , 克 存在 一 自然 数 "使 得 xe8(*9, 于 )， 现 在 


证 明 6( 2, 二)CG. 设 yeB(x 铝 二), 则 
de pW) dr td i ee. 


图 而 xE5(v, OGG 所以, 8(x 引 证 


又 由 于 6.4.3 的 定 地 和 6.5.1 的 定理 ,我 们 挫 知 ,对 十 度 
” 量 空间 ,具有 可 数 基 性 , 可 分 性 以 及 Lindelsf 性 三 者 是 等 价 
的 。 又 由 于 紧 空 间 必 是 Lindel5f 空调 , 故 紧 的 度量 空间 必 是 
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可 分 的 , 必 是 第 二 可 数 的 ， 
7.2.3 ”现在 来 进一步 研究 庆 量 空间 的 紧 性 . 
定义 设 互 是 度量 究 闻 (XY, 4d) 的 子 集 , 巨 的 有 限 子 集 志 
称 为 巨 的 8 网 , 当 且 仅 当 
ECU{B(x, 8) :xEF}, 
当 且 仅 当 对 于 任 一 正 数 6, 集 巨 均 有 8 网 , 称 为 完全 有 
界 的 
j 定 理 。 可 笋 紧 的 度 基 空 间 是 完全 有 界 的 . 
证 明 “用 反 证 法 , 设 可 数 紧 的 度 革 空间 (X, 4) 不 是 完全 
有 界 的 , 则 对 于 某 一 正 数 s，X 没有 8 网 。 设 x; 是 的 任 一 
点 ,由 于 X 没 有 5 网 , 放 存 在 一 点 x B(x1,8), 即 d(x1y x2) 
:=2itxl x2j 仍 不 能 是 X 的 8 网 故 存 在 一 点 x3, x 类 B(x158) 
UB(xz, 6), 即 d(x xo), (xs rs) Es fxn xz Ya} 仍 不 
可 能 是 立 的 8 网 ， 玫 存 在 一 点 zBCxi, EU B (xa,8)U 
B(x 6), 即 d(x x ) d(x x ) 5 d(xs x4)>6; 如 比 继 
续 下 志 , 可知 存在 -无 限 子 集 {xi za zs x3，…) 当 E 到 /时 
宇 6， 由 于是 可 数 紧 的 ， {xs xs,，…} 是 外 的 一 个 


无 限 子 集 , 故 根据 5.2.2 的 定理 , 它 有 - 聚 点 *<X, 玫 (x 


辣 ) 包 含 fei xa ,3 的 无 限 多 个 贞 ， 例 如 设 *。 xjEB( 到 


号 ), 则 dz(xb xD 站 <s, 这 就 同 d(x x 矛盾 ， 所以，X 是 
完全 有 界 的 .] 


定理 ”可 数 紧 的 度量 空间 总 可 分 的 。 
证 明 ”由 于 可 数 紧 度量 空间 (X, d) 是 完全 有 界 的 , 故 对 


于 每 一 自然 数 ”存在 丈 的 二 -网 zf xgp, … Te 
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这 些小 -网 的 并 集 是 一 个 可 数 集 , 我 们 断言 , 忆 =X。 只 须 
证 明 , 对 于 苞 的 任 一 点 * 及 任 一 正 数 8，B(x, 9) 必 合 有 已 的 
点 . 为 此 , 取 寺 <a, 考 虑 工 的 工 - 网 ， 则 已 中 必 有 一 点 za 


(属于 二 -网 的 一 点 )， 使 得 veB( 8 二) 即 ez 9 < 十 


n 


<8, 故 zenEB(x,s).] 
理 可 数 紧 的 度量 空间 是 紧 的 . 

证 明 由 前 述 定理 可 知 ,可 数 紧 的 度量 空间 是 可 分 的 , 因 
而 是 Lindel5f 的 . 所 以 ,可 数 紧 度量 空间 的 任 一 开 覆 盖 必 有 
[ 数 子 禾 盖 .既然 是 可 数 紧 的 , 故 必 有 一 右 限 子 和 覆盖。 因而 
1 数 紧 度量 空间 是 紧 的 .] v 

又 因为 紧 空 间 当 然 是 可 数 紧 的 , 所 以 , 对 于 度量 空间 , 紧 
与 可 数 紧 是 等 价 的 。 


了 到 


§ 3 可 度量 的 拓扑 空 间 


7.3.1 在 什么 条 件 下 , 一 个 拓扑 空间 是 可 度量 的 ? 这 是 
一 个 很 重要 的 问题 。 为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 先 简单 介绍 一 
下 Hilbert 空间 的 概念 。 

Hilbert 空间 不 过 是 ”= 维 欧 氏 空间 的 自然 推广 。 所谓" 
维 欧 氏 空间 E", 是 n 个 有 序 实数 组 x 二 (xi, xz ，…xo) 的 集 
合 ; 其 度 昌 4 定义 为 

dx, 9)=d( (x za) 一 

=V EE 
实数 x, 称 为 点 (xn 2 的 第 二 坐标。 
定义 ”在 一 切 使 得 瑟 ii x 收敛 的 实数 无 限 岸 列 x= 
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(xn xo "Xj," ) 的 集合 林 上 定义 度量 dd， 
dx A(x za ), (Pr p21)) 
= Vi pi) , 

则 度 虽 空 间 ( 豆 , ) 称 为 Hilbent 穹 间 。 

我 们 注意 ,Bilbert 空间 不 过 是 可 数 个 包 ! 之 积 的 积 空间 
( 见 Bulletin of the A.M.S., Vol 74, No.5, 1968 年 , R，D. 
Andersou 及 民 . 日，Bing 的 证 明 ) 。 

7.3,2 定理 有 可 数 共 的 7 空间 是 可 度量 的 

证 明 我 们 来 证 明 有 可 数 基 的 Ts 空间 入 同 是 于 日 lbezt 
空间 的 一 个 子 集 . 设 半 的 可 数 基 为 不 空 的 开 集 族 4Gw:me 闪 》 
对 于 族 {G 中 的 每 一 个 开 集 G) 葵 虐 其 中 一 点 xcG7 由 正 财 
性 可 知 必 有 一 开 集 68, 使 xEG6COCG/。 由 于 {G,} 是 基 , 故 
必 有 一 开 集 Gi 使 xEG:CG。， 因 此 , CiCG) 于 是 得 到 两 个 
不 交 闲 集 ©; 及 克 一 67。 因 为 有 可 数 基 的 正则 空间 是 正规 的 
〈 见 6.6.4), 故 出 6.6.3 的 定理 可 知 ,存在 一 连续 映射 

Ai: FL0,1], 


使 得 

fAGD=10}, fH X—07)={1}. 
于 是 ,我 们 证 明了 ,对 于 每 ~- 个 自然 数 ,存在 一 连续 映射 
万. 、 
现在 ,我 们 可 将 从 天 到 Hilbert 论 间 的 风 人 映射 . 广 定义 
如 下 ， 对 于 每 个 xEX， 

f(x) fx) fr(x) 

100- LD, LD,.,,, £0, ). 


， » 


今 证 明 ./(z) 是 一 其 入 睦 射 ,也 总 是 说 , fx) 是 从 X 到 f(X) 

的 同 胚 ， - 
设 * 和 》 是 蕊 的 两 个 不 同 的 点 ， 由 于 《是 7 了; 空间 , 收 

存在 一 自然 数 六 使 得 *6Gy 而 ?< 瑟 一 Gj。 如 上 所 述 ,存在 一 
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自然 数 i, 使 得 

xEGCGICG). 
履 .FKx) 的 第 了 个 坐标 是 .Ai(*)72 7 一 0 而 .F9) 的 第 7 个 坐 
标 是 .万 (?)7/21 一 172730， 因 为 ?EX 一 G， 于 是 .Fx) 天 
AD), 故 了 是 一 一 的 。 


对 于 每 一 个 满足 条 件 1 二 nN 的 4, 上 映射 /是 连续 的 , 因 
而 存在 一 包含 x*" 的 基 集 Ge 只 要 xcGm 便 有 


[f(x ) ~—f "I 


以 G 表示 有 Ge， 它 是 包含 点 2 的 下 集 ， 和 如果 v6G， 则 对 
于 nm=1,2 ,xceGh 因 而 


a(f x) Fx) VV EH [CA 一 六 (7 2 有 


rr 
= 2 + 


A 


1 


f 
EY EE fr) fA tT -Er 


于 是 了 是 连续 的 。 
最 后 , 设 G 是 义 的 任 一 天子 集 , 我 们 来 证 明 /(G) 是 
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JJ(CX) 的 开 子 集 . 设 2 是 .A(G) 的 任 一 点 ,对 于 某 一 xcG, ?一 
(x)。 如 上 所 述 , 设 

xeGitCECCJCG， 
则 .A(x)=0 而 方 (X 一 6G)=(1)}， 因 而 对 于 等 一 点 :X 一 


G, As) 与 了 (1?) 的 第 j 个 坐标 的 益 等 于 动 , 故 


edC(o,ACO)> 十 ， 


FX~OINBCF CE), 1/2 7)=$. 

因此 , pyEB8(9,1/2DN/CRD)CFCC), 下 了 (6) 是 了 (X) 的 
开 子 集 . 由 于 /是 一 一 的 连续 开 映 射 , 故 f 是 同 胚 ,] 

7.3.3 我们 要 注意 ,在 上 述 定 理 中 ,“ 有 可 数 基 ” 的 条 件 
不 是 必要 的 . 事实 上 , 它 可 减弱 为 “有 至 多 可 数 个 局 部 有 限 开 
集 族 所 成 的 基 ”. 为 了 说 起 来 方便 , 把 至 多 可 数 个 局 部 有 限 
开 集 族 所 成 的 基 称 为 " 局 部 有 限 基 ， 换 言 之 , 我 们 有 定理 
(Nagata-CMHPHOB) 。 

定理 拓扑 空 间 X 是 可 谋 明 的 当 且 仅 当 它 是 具有 0 局 
部 有 限 基 的 了 空间. 

为 了 证 明 这 一 定理 ,需要 做 好 准备 工作 ， 

首先 ,我 们 来 推广 Hilher 空间 以 得 到 广义 的 Hilbert 室 
间 ， 

设 -/ 是 一 个 集 台 ,其 基数 为 + ( 至 少 是 可 数 的 )， 设 了 
是 定义 在 -1 上 的 实 舍 映 射 , (4) 最 多 在 了 的 一 个 可 数 子 集 
上 蜡 于 零 , 且 级 数 


下 


ba 
收 钙 .一 切 这 样 的 映射 / 的 集合 记 为 HE*。 在 及" 上 的 度量 
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定义 为 

df Be)=Y Tia fh)— sty. 
如 此 得 到 的 度量 空间 ( 妃 " 4) 称 为 权 为 的 广义 Hilbert 空 
向 . 


其 次 ,对 于 局 部 有 限 的 集 让 名 -=《 瑟 :6 全， 取 它 的 每 - 
集 EF2 的 闭 包 , 则 这 些 闭 包 的 集 几 8 一 { 吾 ; :6 仍 是 局 部 有 
限 的 ,而 且 对 二 任意 了 集 PC-， 
UBy:yeT = U{E,:yefy, 
因为 ,如 果 开 集 G 不 与 集 吾 : 相交 , 则 人 G 仍 不 与 记 ; 相 
交 . 所 以 , 集 族 G8 仍 为 局 部 有 上限， 又 由 于 瑟 ;CUrrE， 改 
天 ;CUyer 五 > ,因而 
. UrarE,C UrerEy, 
故 筑 证 
Uyer EC Uyerk,. 
设 xe UzrB,， 则 只 有 有 限 个 y(7,Y2，…，Yr)， 使 
XE UE UE 而 
Br UE UUE,, =E,UE,U.. 
UE,, CU{E,:yr), 
所 以 得 
UTEy7ETy = UE,:yr}, - ， 
9.3.4 在 证 明 一 般 的 可 度量 条 件 前 , 先 来 证 明 几 条 引 
理 . 、 
引 理 1 具有 o 局 部 有 限 基 的 Ts 空间 的 每 个 开 集 都 是 
可 数 个 闲 集 之 并 ， 
证 明 设 X 是 7; 空间 ,有 o 局 部 有 限 基 
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{Br iinEN, Met 
又 设 G 是 X 的 一 个 江 集 ， 根据 正则 性 ,对 于 每 一 虎 xeG， 在 
在 -包含 * 的 开 集 ,其 闵 包含 于 G， 因此, 在 5 局 部 有 限 基 
中 存在 Baewwxow, 包 含 *, 其 闲 包 含 于 G 申 。 又 由 于 对 组- 一 
糙 数 到 
手感 ER 
是 局 部 有 限 的 , 故 如 设 B84 二 UTBhiowy:xEG, 2(x)E.48}, 则 
Ba= UiBiio:xEC, 2x)E /ATG 这 样 一 来 ,G = U{B, 
AAA， 因而 G 是 可 数 个 闲 集 之 并 .] 
引 理 2 有 局 部 在 眼 基 的 十 空间 是 正规 的 。 
证 明 设 7Ts 室 间 入 有 局 部 有 跟 基 
{Bain€N, Edu}, 
所 及 上 是 的 不 交 闭 集 、 如 上 所 述 ,对 于 每 一 点 xE 本 ,存在 
基 集 Bicwaw 包含 *， 其 闭 包含 于 义 一 ， 又 对 于 每 一 点 
ER, 存 在 基 集 Bicyy.icy) 包 含 y, 具 闭 包 含 子 和 一 也 ， 如 设 
Bir= {Bar rEF, (x)EARY, 
BEx=U{Baacn: YER, MV)ELs}, 一 
则 根据 局 部 有 限 性 ， 
Ba m= Ut{Ba a EP, I(x)E. le} CRE—K, 


Bx=U{Bir: yER, My)EAHEX—F, 
于 是 开 集 


Gv= Bee 一 Be 
pn 


Gar=Bun— (Bie 


CA 
分 别 包含 使 (x) 二 n 的 每 一 点 x*E 玉 ,及 使 n(y) 二 的 每 一 
点 六， 最 后 令 
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Gr=U{Gn, ninEN}, 
Gr=U{G rn Ny, 
则 它们 分 别 是 包含 下 及 下 的 不 交 开 集 .] 
引 理 3 设 巨 是 正规 空间 X 的 开 集 , 如 果 互 是 可 数 个 闲 
集 之 并 , 则 存在 连续 映射 
FX—->[00,1], 
使 得 下 一 二 /71(0), 即 当 且 仅 当 xe 到 时 ,了 (*)>0。 
证 明 设 E=U{TainEN 3 是 X 的 环 集 , 于 是 和 一 包 是 
闭 集 , 对 于 任意 自然 数 n, 玉 一 卫 与 玉 , 不 交 。 因 而 根据 6.6.3 
的 定理 ,可 知 存 在 连续 映射 fn:X>[0,1], 使 得 fa( 天 一 玉 ) 
三 {0), fA) 二 {人 ). 令 


(oO0= 工 证 (>)， 


bee] 
显然 ,. 因 和 > [0,1], 而 且 当 xEX 一 名 针 ， 由 于 每 个 f(x) 都 
等 于 0, 因 测 (x) 也 等 于 0。 又 当 x#X 一 R 时 , 由 于 xEK 
而 * 必 局 于 某 一 闭 集 4, 故 fa(*)=1, 因 而 


王 南 /to 


中 至 少 第 项 为 去 , 帮 7(z)>0， 


还 需 证 明 f(*) 是 连续 映射 。 固定 和 的 一 点 **， 设 6 是 
征 一 正 数 ,存在 自然 数 闪 ,使 得 


1 8 
有 < 了 
2 


对 于 每 一 个 满足 1<n<NN 的 自然 数 ,fn 是 连续 的 , 因而 存 
在 一 开 集 B 包含 点 **, 只 要 xEG, 便 有 


“127. 


fe) 7a) | < 


= 门 6., 它 是 包含 x* 的 一 个 开 集 ,只 要 x6G， 


Ge 一 AI= ES Lee 一 
wl . » .1 
= gra) ft) | + 


fe) fa) < Nf) fe) | + 
BS £ 
<Nay t+2=ée 


所 以 ,了 (x) 是 连续 的 .] 

7.3.5 现在 我 们 来 着 手 证 明 可 度量 条 件 的 充分 性 . 

定理 ”如果 了 T; 空间 有 一 0 局 部 有 限 基 , 则 它 是 可 度量 
的 . 

证 明 设 了 ;空间 X 有 一 0 局 部 有 限 基 为 

{BainEN, ME 

以 也 表示 集合 {(m 人):nEN, Xe.1w}, 设 A4 的 基数 为 .我 
们 来 证 明 XX 同 是 于 五" 的 子 集 。 

根据 上 面 的 引 理 ,对 于 每 一 对 (”， De 4, 存在 一 连续 映射 
万 , 瑟 >[0,1] 使 得 

nx(*)>0, 当 且 仅 当 x€Bx,2。 

因为 对 于 每 一 确定 的 , 开 集 族 {B,,1:XeA,} 是 局 部 有 限 
的 ,因而 对 于 每 一 点 *EX, 至 多 有 有 限 个 人 的 值 使 得 fn,i(x》 
天 0、 因此 ,1+ 本 gf%,p《(x) 是 不 小 于 1 的 的 连续 映射 由 
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此 ,我 们 又 可 定义 一 连续 映射 gx,2: 久 一 >[0,1j] 为 


et) = Ty 
和 1+ Epf2,e(x) 


可 见 , 当 且 仅 当 EB 时 ,gna(x)>0， 并 且 , 对 于 一 确定 的 
自然 数 =, 及 一 确定 的 点 xeX， 最 多 有 有 限 个 ?的 代 使 得 
8.4(4)0， 显然 ,器 :83,1(%)<1, 且 容 易 验证 对 于 一 切 4， 
JEX, Tilgn, 14)— gn,2(9) P<2, 


Bn,i(%) 
V2 


bE 一 开 v 二 188i(x)<< 守 22"=1， 


现在 设 h,x(*)= ;显然 ， 


于 是 ,对 于 每 一 xEK ,Asa(x) 是 从 -4 到 实数 的 映射 , 在 的 
最 多 可 数 的 子 集 上 不 为 零 , 并 且 平 方 和 的 级 数 收敛 ， 根 据 权 
为 = 的 广义 Hilbert 究 间 的 定义 推 知 ,对 于 每 一 个 点 xEX， 
fx) (7, P=p,2(2), 

则 (x) 是 瑟 * 的 一 个 点 . 于 是 了 是 从 工 到 - 已" 的 一 个 映射 ， 
我 们 要 证 明 f 是 一 个 同 胚 、 ~ 

如 果 z 到 》 是 的 两 个 不 同 的 点 ,由 于 和 X 是 Ti 空间 , 存 
在 基本 邻 域 Ba,; 包含 * 而 不 包含 >。 由 此 推出 oz(z)>>0 
而 局 ,xy)=0, 表 7(x) 天 A2)) 从 而 了 是 一 一 的 。 

令 设 给 定 一 点 xEX 及 任 一 正 数 8。 首先 选取 自然 数 Y， 


使 过 <- 世 .根据 局 部 有 限 性 ,存在 -包含 * 的 开 集 G, 对 于 


nn 所 入 ,最 多 同 有 限 个 B.,2 相交， 设 这 些 集 记 为 B,,x mes 
NN 必 ==1,2，'**,%。 对 于 每 个 (n,4)E4, ia 是 连续 的 , 因而 
存在 包含 * 的 开 集 G»,i, 使 得 对 于 每 个 yEGw,2， 
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faa(#) B20)] < 


他 


G'=en( 自 cv， 


Tt 
它 是 包含 x 的 开 集 。 我 们 要 注意 ,对 于 ?6G"， 如 果 {m, 7 
不 同 那些 (ni, 4) 相 等 , 则 
ae 一 各 9) =0. 
因而 对 于 yeG*， 


Pu 


8 2 
Bb <A 7 ) -也 ， 

而 
于 [os 人 (oa 了- 开 志 于 Lsowlz) 
gna(y) ls2 工 志 = 云 <: 二 = 地 


于 是 我 们 证 明了 ,对 于 一 切 ycG"， 

df (x), fy) = VE i hy) Be. 
因而 /是 连续 的 。 

最 后 , 设 GCX 是 任 一 开 集 ,对 于 任 一 点 xEG, 存在 
(nn, 人 )E1, 使 xzEB,,xCCG、 以 6 表示 正 实数 加 ,i(x)。 如 果 
(7) 是 8) 的 一 点 ,请 足 条 件 

df (x), f(y)) 6, 
则 加 ,2() 也 是 正 的 ,因而 B84,xCG、 所 以 
fCBCF) IEG. 
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由 此 推出 了 是 同 胚 ,] 
7.3.6 上 面 我 们 证 明了 Ts 及 有 = 局 部 有 限 基 是 可 庆 
量 空 间 的 充分 条 件 ,前 桓 兽 证 明了 Ts 是 可 度量 空间 的 必要 条 
件 。 我 们 还 需 话 胃 有 ”局 部 有 限 基 也 是 可 刻下 空间 的 必要 
条 件 . 证 明 不 难 ,不 过 要 引用 良 序 定理 我们 先 来 证 明 Stone 
定理 ， 

定理 ”度量 空间 的 每 一 开 材 差 必 有 局 部 有 限 开 加 细 ， 

证 明 以 前 , 先 说 明 几 个 预备 定义 

设 忆 是 度量 空间 (X, d) 的 一 个 子 集 , 对 于 每 一 自然 数 n， 
令 


BB)=|«: dx,E)< 去 |. 


Bn( 互 ) 是 在 EE 的 基础 上 添加 距离 小 于 去 的 点 的 集合 {d(x， 


豆 ) 的 定义 见 本 章 习 题 6) ， 显 然 ，8u( 五 ) 是 包含 五 的 一 个 开 
集 . 又 令 


CB)= :ao(O=B(> 六 el. 


显然 ,Ca(B)= 半 一 B.( 下 一 忆 ), 因 而 它 是 含 于 E 的 一 个 阅 
集 ,不 难 验证 

i) Ba(CA(EDCE; 

让 ) 对 于 mw>n, Bm(BE) CBAE); 

证 ) 如 果 Ca( 瑟 ) 与 半 一 不 家 , 则 4(Cn(R),X 一 FE) 之 
1 


pa 
现在 证 明 上 述 定 理 、 
设 1G2:76- 作 是 度量 空间 ( 交 , 4) 的 一 个 开 覆 蔓 ,， 又 设 下 
标 集 4 已 排 成 良 序 ， 对 于 每 一 自然 数 ", 依 超 限 归 纳 原 理 定 
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义 开 的 周子 集 族 { 五 人 ， 
到 一 Cn(O2 一 Up<a 瑟 MEL. 
今 证 明 i1 XnEN, ME-4} 是 荆 的 闭 覆盖 。 由 于 {G22E 
是 互 的 开 颖 盖 , 而 4 已 排 成 良 序 , 因 此 , 对 于 和 的 每 一 点 x， 
存在 一 最 小 下 标 了 二 min{%:xEGx}。 又 由 于 Gs 是 开 集 , 故 有 
一 整数 ,使 得 Ba(x)CGs, 今 设 x 疾 3, 则 
Ba(x) FC:— UpsEs. 
由 于 B.(x)CGs, 必 有 
Br(x)NC Up R$. 
因而 存在 a<8, 使 B(x) 介 2 才 pP， 但 是 ,对 于 这 个 %, 必 有 
xsEBA( EL)=Bn(Ca(Ga— UpceB’)) 
CGo— UpeeB CG,. 
然而 "< 这 就 同 二 的 最 小 性 矛盾 。 因 此, 必 有 we}3。 这 就 
证 明 闭 集 族 { 丈 入 PEA 1 人 是 X 的 闭 覆盖 ， 
对 于 每 个 EN 及 26.4, 定 义 集合 
Fi= Boars( BE?) , 
Gi= Ba( BI). 
如 上 述 ,了 CCG2。 我 们 来 证 明 , 只 要 "zcp, 必 有 4(G2, 0%) 


> 了 .事实 上 , 内乱 证 明 ,只 要 8; 而 2 及 不 室 ， 


则 4(B2 2) 二 为 此 ,又 只 需 证 明 ,对 于 一 切 8 及 一 切 
< 必 有 Bn(E2)N 作 EL 二 ,这 可 及 下 面 推 得 ， 


B82%)= Bd( c,(Gs— U 3) 


wp 
Co UE’ 

wap 
CN—B. 
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-既然 闭 集 族 f 7 中 的 闭 集 之 问 存在 一 致 的 中 离 , 故 入 合 F”" 二 
UiPY:2e. 人 也 是 闭 集 . 

灶 于 每 个 n€N 及 2€4, 定 义 

VI=07— UF*, 

我 们 来 证 明 , 集 族 UP2:neN,2E 分 满 足 定理 的 要 求 。 由 于 每 
个 是 出 集 , 歼 让 是 开 集 , 又 设 % 是 了 的 任 一 点 , 由 于 
{ 玉 闪 是 的 禾 盖 ,fF 引 也 是 六 的 覆盖 , 歼 存 在 一 最 小 数 ”使 
得 对 于 其 -- XEA,xEB3. 于 是 ， 

ze 一 人 Un 一 PCG3 LU m= 

he 


i pk 
天 {V4:nEN, 6- 和 是 的 覆盖 。， 
其 次 ， 
VCOI= Bra( ECBAEY) 
CB cei- 有 2 CO ECG 


Be2 


琢 {7 信 是 (Gj 的 天 加 细 ， 
最 后 证 明 !7 人 是 局 部 有 限 的 . 设 xeX, 且 xeB%, 则 
Bis CB EDC Bin 一 FPCFn， 

因而 对 于 一 切 4>” 及 一 切 164, 由 克 的 定义 可 知 
Beste) NI. 

由 于 Bosa(z) 的 直 短小 于 -5 且 d(G& C9)> 于 f， 可知 
对 于 任 一 个 4<m, Buis(%) 最 多 同一 个 03 相 突 ,因此 ,对 于 这 
个 sn, Buts(%) 最 多 同一 个 下 相交 ， 这 各 说 明 ,包含 * 的 
开 集 B41o(x) 同 族 f73:nEN ,1e Ai 的 最 多 有 限 个 集 相交 ， 因 
此 , 开 加 纳 {P 妇 是 局 部 有 限 的 .] 

由 这 个 定 理 可 知 ,可 嵌 量 空间 必 是 念 紧 空间 . 

现在 进一步 证 明 ,可 度量 空间 必 有 0 局 部 有 限 基 ， 我 们 


133 。 


来 考虑 度量 空间 的 开 球 旗 
fz (> 二 ):xez， PER }. 


显然 ,对 于 每 一 个 ,作为 度量 空间 的 开 独 盖 , 如 上 所 证 , 必 
有 局 部 有 限 开 加 细 。 因 此, 一 切 这 些 局 部 有 限 开 覆盖 的 并 便 
是 的 一 个 o 局 部 有 限 基 ,] 


习 题 
1. 证 明 。 在 网 氏 平 面 琴 中 ,平常 度量 


d(C ya (wa 95)) =V Cr— wa) 4 pr a 
{wr $0), xe, $2)) = | —xz| + | 


2. 证 明 : BE* 中 的 度量 4 等 价 于 度量 
(pt 71) (se 92)) = min{l, d(x4 y4), (ss 加)) 

3. 设 是 度量 空间 (及, a) 的 子 集 , 对 于 一 切 %, wyEX*, 证 明 a* 
Cv) 一 d(%, 力 是 下 * 的 度量 ,证 明 d* 在 习 * 诱导 的 拯 扩 是 芯 的 子 
空间 砂 提 、 

4. 设立 是 定义 在 区 间 fo, 5] 上 的 一 切实 值 连续 函数 的 集合 , 证明 
肌 射 中 


m 
a0, 8)= .10 ed la 


是 卫 的 度量 、 

5、 设 五 是 度量 空间 (XX, Q) 的 子 集 ,定义 集 巨 的 直径 3(E) 如 下 : 
如 果 瑟 =$, 则 《5$)=03 和 如果 瑟 非 空 且 d(x, 9)(x,yER) 无 限 , 则 6 号 ) 
二 eo: 如 果 吾 非 空 而 dl%,》) 有 界 ， 则 5( 玉 )=sup{a(%, 9):%, EB}. 设 
,BB, 忆 足下 的 任意 于 集 , 试 证 

i) 3( 琴 )=0, 当 且 仅 当 吾 至 多 含有 一 点; 

让 如 果 4CB, 则 5CA)S8(B); 

jy eB)=8(8); 
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记 ) 如 果 ANB6, 则 3C4U B)<5(4)+3(D). 

6 如果 4, 瑟 是 度量 空间 (X,d) 的 子 集 , 定义 4 与 吾 的 距离 为 

aA, BY 
d(d, BY=int{d(s. y):x€d, yEB}, 
设 4,P, 瑟 CX, 证 萝 

让 如 果 wE4,yEB, 则 01,DD)<aKc yA3(AU BB)。 

3) 当 且 促 当 -她 ({z}, 至 ?一 0 上 se 五 . 

iii) d( A, B)=d(4. B). 

jr》 AAU BYE A) rd, BY+E(B), 

7， 证 助 完全 有 界 的 度 屋 空间 是 可 分 的 。 

8， 拓扑 空间 ( 互 天 ) 称 为 念 紧 的 , 当 瑟 仅 当 互 的 每 -- 实 信 映 
射 是 有 界 的 。 证 明 紧 空间 是 伪 紧 的 。 证 明度 莉 空 间 当 旦 仅 当 它 古 伪 汪 
论 间 时 是 昆 的 。 

9.、 役 吾 是 度量 宰 问 的 紧 耶 集 ， 则 存在 % yc， 使 得 只 8) 二 
区 

19,， 设 五 是 度量 空间 芷 的 任 一 子 集 ,验证 ; 
2D) BOED TE. 


1) 对 Tm<n, Ba(E) CB(E). 
” 语 ) 如 果 Ca《 百 ) 与 了 一 嫩 不 空 , 则 d(C)， ZX 已 > 去. 
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第 八 章 滤 子 与 网 


81 网 


8.1,1 收敛 更 论 的 原始 概念 是 序列 及 共 极 限 。 如 

5.2.2 所 述 。 拓 补 空间 基 的 序列 是 一 个 映射 / 
JIN 一 ?> 工 。 

由 于 拓 厦 空间 的 广泛 性 ， 序 列 及 其 极限 的 概念 已 经 不 能 用 来 
充分 地 措 述 折 扑 空间 的 特性 ， 

例如 ,设立 = 球 sUf2j， 即 了 是 小 于 或 等 于 第 一 个 不 可 
数 序数 8 的 一 切 序 数 的 集合 .考虑 序 拓 外 3〈( 见 第 二 章 习 题 
13), 即 取 子 集合 


{x xa ENY 

xs 人 Bi BEXY 

x :erp, cc,PREy 
作为 基本 邻 域 族 的 元 素 。 显然 ,(X.. ) 是 拓 冰 室 闻 ， 在 
些 拓扑 空间 中 ,点 2 显然 是 集 Ws 的 极限 点 。 但 矿 s 的 任 一 
序列 x' ya ya "至 多 是 一 可 数 集 互 、 对 于 每 个 xnEE， fx: 
x< xz] 是 环 s 的 初始 段 ,至 多 是 可 数 的 ， 因 此 

U{{xix<xny :rnEE} 
仍 是 可 数 的 , 仍 是 柬 。 的 初始 段 . 故 存在 36 三 ,使 对 于 一 切 
EX， 而 {x :x>B} 却 是 2 的 一 个 基本 邻 域 , 它 不 含 
有 (x") 的 任 一 项 .因此 名 不 是 (*,) 的 极限 点 ， 
可 见 , 拓 共 空间 的 航 限 点 概念 不 能 用 序列 及 其 航 限 的 概 

念 来 描述 ， 所 以 ,为 了 建立 拓 扒 空间 的 收敛 理论 ,就 必须 推广 
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序列 的 概念 。 从 1.4.4 可 知 , 有 向 集 是 自然 数 集 的 自然 扒 
广 . 因此 

定义 设 口 是 任 一 有 向 集 ,是 拓扑 空 间 、 任 一 映射 
za:D>X 称 为 拓扑 空间 X 的 网 。 

设 子 集 D1CD 仍 为 有 向 集 , 则 xz 在 Di 上 的 限制 xz|Z 
称 为 xz 的 子 网 . 

通常 把 网 理解 为 拓扑 空间 的 一 个 有 向 点 集 , 简 记 为 (xz)， 
即 

(xa)={x(d) :dED}, 
它 是 xa 的 值 域 。(xe) 的 元 素 的 顺序 定义 为 ， x 所 xa, 当 且 
仅 当 中 da 注意 io 42ED. 

8.1.2 定义 设 (xa)(deD) 是 拓扑 空间 卫 的 一 网 。 点 
xEX 称 为 (xa) 的 接触 点 , 当 且 仅 当 对 于 点 x 的 每 一 基本 邻 域 
Vx 及 每 一 个 doE€DD, 必 存在 4ED, ddo 使 xaEVx。 网 (xa) 
的 二 急 搂 触 点 的 集 记 为 adh(xa)。 

定义 ”点 xEX 称 为 网 (xa) 的 极限 点 当 且 仅 当 对 于 点 * 
的 每 一 基本 邻 域 VYx, 存 在 doE 刀 ,只 要 > do acED，xaEFx， 
浆 (xa) 的 一 切 极限 点 的 集合 记 为 lim(xa)。 有 极限 点 的 网 称 
为 收敛 的 ,否则 称 为 发 散 的 ， 

显然 ,im(xr)Cadh(xe)。 ， 

8.1.3 利用 网 及 其 极限 的 概念 ,我 们 不 难 描述 折 扑 空间 
的 有 关 极 限 点 的 特性 . 

定理 ” 设 和 是 抓 扑 空间 , 则 

(a) 点 *EX 是 子 集 4CX 的 极限 虑 , 当 且 仅 当 在 4 一 
fx} 中 存在 一 网 (*z) 有 收效 于 >. 

(b) 点 xE 属于 子 集 4CX 的 阅 包 , 当 旦 仅 当 在 4 中 
存在 一 网 (ze) 收 敏 于 > 。 

(e) 子 集 4C 和 是 闭 的 , 当 且 仅 当 在 4 中 决 不 存在 收 闵 
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子 瑟 一 也 的 虑 的 网 。 
证 明 设 在 芒 上 的 拓扑 结构 为 
T={V1E. 1};, 

考虑 点 * 的 基本 邻 域 族 

马 ={FaxEPi IE 人， 
在 隐 上 定义 拟 序 ，Pa sa 当 且 仪 当下 ,C87;,。， 由 于 拓扑 
空间 的 条 件 [z.2], 急 是 一 有 向 集 . 由 于 * 是 4 的 极 眼 点 ,对 
于 多 的 每 一 元 让, 存在 一 点 *ri， 

xpaEFa 人 (4 一 {zy)， 
显然 ， 网 (*ra) 收 合 于 点 x*。 反之 ,如 果 4 一 {x} 中 有 一 网 政 
化 于 *，, 则 x 的 每 一 邻 域 同 4 一 人 tr} 相交 , 因而 > 是 4 的 极 
限 点 、 

为 了 证 明 (b), 注 意 4 二 4U4/。 对 于 4 网 极限 点 x, 册 
《a) 可 知 , 4 一 {x} 有 一 网 收敛 于 x*。 对 于 4 的 一 点 x, 令 网 
《xa) 取 常 值 *, 则 (xya) 收 伍 于 *。 所 以 , 对 于 元 的 每 一 点 ,4 
中 有 一 网 收 伍 于 它 ,. 反之 ,如 果 4 中 有 一 网 收效 于 *, 财 * 的 
每 一 邻 域 同 4 相交 ,因而 x 属于 4， 

命题 (c) 是 显然 的 .] 


5 2 让 子 与 超 滤 子 


8.2.1 在 收效 理论 中 , 滤 子 概念 有 特殊 的 重要 性 
陛 , 汪 章 重 点 介绍 一 些 下 子 理论 的 常用 的 基本 结果 ， 
定义 集合 X 上 的 证 子 p={F24:2 和 A 是 的 一 族 子 集 ， 
一 满足 下列 条 件 ， 
[LF.1] 的 任意 两 元 的 交 仍 属于 多 
[F.2] 如 CX 包含 Pp 的 一 元 , 则 EEég， 
. [F.3] 空 集 不 属于 9。 
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例如 ,了 以 “表示 一 切 余 为 有 限 个 自然 数 的 的 子 集 的 族 ， 
则 a 满足 上 述 三 条 件 ,“ 是 NN 上 的 一 个 滤 子 。 叉 如 ,以 8 表示 
一 切 包含 自然 数 “2” 的 入 的 子 集 的 族 , 则 疡 也 是 NN 上 的 一 个 
滤 子 。 只 满足 条 件 1, 太 s 的 expX 称 为 非 真 滤 子 。 

以 玉 ( 革 ) 表 示 全 合 玉 上 的 一 切 滤 子 (包括 非 真 滤 子 ) 的 集 
合 ， 对 于 任意 两 个 滤 子 4, ?EF( 科 ), 定 义 &*? 当 且 仅 当 4CCY， 
则 所 是 请 (X) 上 的 反对 称 拟 序 可 证 (参见 [12D)。 

定理 F(X) 是 一 拟 序 格 。 

除去 非 真 沪 子 ， 五 (让) 中 的 极 大 元 称 为 超 滤 子 , 它 的 性 
质 特别 值得 注意 . 如 上 例 ,2 就 是 下 (N) 的 一 个 超 滤 子 。 

8.2.2 一 般 说 来 ,关于 超 滤 子 ,有 如 下 重要 结果 . 

定理 ”对 于 每 个 滤 子 ;存在 包含 它 的 超 滤 子 ， 

证 明 设 yEF(XX), 以 多 表示 一 切 包 含 p 的 非 真 滤 子 
的 集合 。 即 

P={4:FCHEF (XX). 

显 见 史 不 空 ,因为 四至 少 含有 Pp、 中 是 天 (XX) 的 半 序 子 集 . 
今 设 TC 是 一 链 , 令 0 为 三 中 一 切 小 子 的 并 , 即 EEo 当 且 
仅 当 存在 yf 使 Ex. 显然 ,0 满足 条 件 [.2] 及 [了 .3]。 如 
果 五 pb 已 zEc, 则 存在 9b 92 站 ,使 玉 E91, Exegps。 由 子 卫 是 
链 , 忆 | 与 五 * 必 同 时 属于 5 或 同时 属于 Fz, 在 任何 情况 下 ， 
它们 的 交 属 于 5。 于 是 0 满足 条 件 [ 下 .1], 因而 了 是 了 的 上 
殉 界 .根据 Zorn 引 理 , 中 必 含 有 一 极 大 元 ,根据 中 的 定义 ， 
多 的 极 大 元 就 是 包含 yp 的 超 渡 子 .] 

定理 设 ECX,gEF(X) 是 一 个 超 滤 子 。 如 果 世 和 力 
的 每 个 元 素 的 交 不 空 , 则 五 必 属 于 9。 

证 明 令 8={E?UY。 8 的 任意 有 限 个 元 的 交 不 空 ， 六 
的 一 切 有 限 个 元 的 交 的 集 族 6” 生成 滤 子 {F:3BE8*， BC 
BCX1 含 有 鳌 及 史 的 一 切 元 素 . 由 于 9 是 极 大 的 滤 子 ,因而 
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9 了 28” ,所 以 瑟 Ep 

定理 设 YEF(XX), yp 是 超 滤 子 当 具 仅 当 对 于 每 个 EC 
下 , 记 获 汤 Ey. 

证 明 设 9 是 超 滤 子 , EK9, 则 存在 Me 使 ENF= 
9. 故 于 一 EF 了。 因此 RE。 

设 史 是 满足 定理 条 件 的 滤 子 , 则 存 在 超 滤 子 多 一 9， 仿 
证 w=9, 设 加 EV, 则 EF, 否则 E%yw， 因 而 ENE°= 
gew, 此 不 可 能 . 故 Eq, 于 是 WCY， 即 如 =8。 所 以 罗 是 
超 滤 子 .] 

8.2.3 设 开 是 拓扑 空间 ,9E 严 (无 ) 。 

定义 集合 由 { 互 :FeEgJ} 称 为 滤 子 9 的 接触 点 集 ， 记 为 
ay, 即 

adhp=/\{F: Feg}, 

所 以 ,点 * 是 PF 的 接 稻 点, 当 且 仅 当 点 x 的 每 个 基本 邻 
域 同 的 每 个 元 相交 。 

定义 ”点 * 称 为 Pp 的 极限 点 , 或 称 mP 收 化 于 点 x， 当 且 
仅 当 点 * 的 每 个 基本 邻 域 属于 。 滤 子 p 的 极限 点 集 记 为 
Him 

显 见 ,limgpCadhg, 

定理 点 * 是 港 子 gEFP(X) 的 接触 点 , 当 且 仅 当 存在 滤 
子 2Dp, 世 收复 于 >。 

证 明 如 条 * 是 史 的 接触 点 , 则 对 于 * 的 每 个 基本 邻 大 
Vxs 及 每 个 FE9,Vx 门 F 产 和 定义 集 族 坟 ;Bey 当 且 仅 当 存 
在 Feyp 使 FVxN 人 MF. 易 还 是 ”上 的 滤 子 , 改 敛 于 4, 且 
#OYF., 

反之 , 设 xélimy 且 到 站 9, 则 对 于 点 * 的 每 个 基本 领 
waEWW, 因 此 Vw 同 9 的 每 个 元 相交 。 所 以 ,点 *Eadhy 。 i 

推论 如 果 qEFP(x) 是 超 滤 于 , 则 
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adhp= limy. 

证 明 显然 ,lmgCadbgp， 只 和 需 证 adhg 忆 limg, 设 xE 
adzg', 因 轨 是 极 大 的 ,所 以 Elimg.] 

8.2.4 不 难 用 滤 子 和 超 滤 子 给 出 紧 性 的 条 件 。 

定理 ” 折 扩 空间 是 紧 的 , 当 刀 仅 当 每 个 江 子 peF(X) 
至 少 有 一 接触 点 。 

证 明 由 于 集 族 {P: Few3 的 有 限 交 不 空 , 而 X 是 紧 的 ， 
所 以 adhg 三 人 {下 :Feg} 不 空 . 反之, 设 六 不 是 紧 的 , 则 根据 
5.1.2, 存 在 一 闭 集 族 { :i 四 ,具有 有 限 交 性 质 ,但 

_ 站 1Faie 一 和 
利用 集 族 {27i:76- 门 可 得 一 搂 子 9: RE 当 且 仅 当 存在 有 限 个 


24e4, 使 ED 们 亚 . 设 xeadahp， 既 然 *DTFa:iE4H 可 


il 
知 xEN{Fi:2e.1). 即 
-adhgC NN {Fide.1} = 
所 以 ,由 子 YEF(X) 没 有 接触 点 .】 
定理 ”拓扑 空间 是 紧 的 ， 当 且 仅 当 每 个 超 证 子 风 6 
(XX) 是 收 化 的 ， 
。 证 明 如 果 及 是 紧 的 , 则 每 个 滤 子 至 少 有 一 接触 点 . 故 每 
个 超 王 子 收 敏 ， 
如 果 关 不 是 紧 的 , 则 存在 滤 子 Ye 忆 ( 瑟 ) 没有 接触 点 。 由 
于 存在 超 滤 子 WD9， 于是， _ 
aqhWwCadhp 一 由， 
故 fim 二 所 以 , 超 温 子 由 不 收 伊 ,] 
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- §3 网 与 滤 子 


8.3.1 在 收敛 理论 中 , 网 的 概念 与 滤 子 的 概念 是 等 效 
的 . 下面 加 以 证 明 ， 、 
.定理 ” 设 {x{d):46D} 是 拓扑 空间 天 中 的 任 一 网 , 则 存 
在 XX 上 的 滤 子 ,使 
adbhp 一 adhfxa)y 


limg 一 lim(xa)。 
证 明 对 于 每 个 <ED ,定义 
Bs={xy:d <6,0D}, 
由 于 也 是 有 向 集 , 集 族 乡 ={ B84:4ED} 具有 有 限 交 性 质 ， 从 
穷 可 得 一 滤 子 8: Eeg 当 且 仅 当 存在 4ED, 使 BaCE, 今 证 
多 满足 定理 的 要 求 . 

设 xEadh(xa), 则 对 于 给 定 的 基本 邻 域 Yx 及 dED, 存在 

E, 使 <<9 且 xjc7x， 因 此 ,对 于 每 个 Fr 及 每 个 <ED，,P 
与 Bu 相交 可见 xEadhp。 今 设 xcaahyp。 对 于 给 定 的 基本 
邻 域 六 及 <6ED，Pr 站 Ba 天 9 因而 存在 xiEzx 站 Ba 这 里 0 
4 即 存在 6>4d, 使 xzEFx。 所 以 ,xEadh(xa)。 
其 次 , 设 xElim(xa), 则 对 于 每 个 基本 邻 域 Vx, 存在 de 
口 ,只 要 bd, 就 有 xsEVx。 所 以 ,BaCPx, 从 而 xElimg, 反 
过 来 , 设 *Eiimg 且 Px 为 x 的 任 一 基本 邻 域 , 则 存在 4 使 
BCFx, 因 而 只 要 62>d, 就 有 xyEVx。 妈 xElim(xa),] 

8.3.2 反 过 来 ,我 们 有 

定理 设 9 是 在 拓 外 空间 X 上 的 滤 子 , 则 在 了 中 存在 一 
网 (ro) 使 


adh(wxa) =1dhg, 
lim(xa) =limg, 
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证 明 以 万 只 示 一 切 序 个 忆 = (x, 环 ) 的 集合 ,这 里 *E 
丰 , 而 Féyp。 定义 4 性 dz 当 且 仅 当 也 C1, 则 已 成 为 一 有 
向 集 。 对 于 每 个 =(%, 不) 定义 <(d) 二 xz, 则 {x7) 是 们 的 一 
网 ， 我 们 来 证 (zx) 满足 定理 的 要 求 . 

设 welimg,Vs 为 点 x 的 任 一 基 本 邻 戚 , 于 是 存在 下 cp 
使 CVx。 仿 4==(y, 下), 设 3=(z,G)， 则 只 要 6>d, 即 6 
CF, 恒 有 

x(60)=20 CFECPY. 
因而 * 是 (xa) 的 模 限 点 。 反 之 , 如 果 xElim(xw), 设 Vy 是 
的 任 一 基本 邻 工 , 则 存在 4 二 (y, 严 )) 只 要 6 之 4， 就 有 zsEVx。 
对 于 每 个 zE 玉 , 令 6 一 (2 万 ), 则 xy= zeFx， 因而 CVFx。 这 
就 证 明了 xeélimg. 

设 zeaahg, 故 对 于 * 的 每 个 基本 邻 域 坊 及 每 个 Fey， 
Vx 站 天 四。 令 4 二 (加 天)， 进取 zc 站， 令 5=(z 亚 )， 
则 84 且 x4==zEVx， 因 而 xexdh (xa)。 另 一 方面 ， 如 果 
、 xEadh(xa); 则 对 于 任意 的 Vx 及 也 Ep, 存在 站 D， 

d=(%,G)>d=(y, F) 
使 xyEYx。 即 

Xa=2€G NV CF ND, 
因而 Vs 与 五 相交 . 这 就 证 明了 xéadhg.] 

8.3.3 -上 述 两 定理 说 明 , 研究 接触 点 与 极限 点 时 ,可 以 
只 讨论 网 或 只 讨论 海子 ， 例 如 ,从 8.2.4 的 定理 ,可 得 如 下 定 
理 


定理 拓 扩 空间 X 是 紧 的 , 当 且 仪 当 每 个 在 了 中 的 网 全 
少 有 一 接触 点。 

又 如 ,为 了 证 明 下 述 两 定理 ,我 们 只 要 证 明 其 中 之 一 ， 

定理 如 果 XX 是 Hausdorff 室 间 ， 且 (xa) 是 入 中 的 收 伊 
岗 , 则 aah(xz) 只 有 一 个 点 , 且 
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lim(xa)=adh(ro), 

定理 如 果 人 是 Hausdorff 空间 , 且 P 是 在 上 的 收 伊 

让 子 , 则 adbg 只 有 -个 点 , 且 
iny-=adhy。 

例如 ,我 们 可 还 明 后 者 。 

证 明 设 六 ?是 区 的 两 个 相 异 点 ,Ps 及 下) 分 别 是 x 及 
少 的 不 交 的 基本 领 成， 如 果 *climr, 则 存在 Te9, 使 FC 
Vx 所 以 CFFCFy, 这 就 

yE NF: Feg}=adhy. 

又 同 fimpCadiy 得 liang 一 adhx=fixy.] 


名 4 乘积 不 变性 


8.4.1 设 {X2:226 人 是 一族 抵 赴 空间 。 我 们 问 , 有 哪些 
性 质 为 积 空间 LIT Xi: 所 保持 不 变 呢 ? 

定理 ”如果 对 于 每 个 A， 不 是 Hausdorff 空间 ， 则 税 
空间 QiXa:Xe 全 是 Hausdorff 空间 ， 

证 明 . 设 {xa:26 x2EX2) 及 {ya:2E4， JneEi} 是 积 空 刘 
{X24E-1) 的 随 个 相 异 点 , 则 至 少 有 一 下 标 2=B, 使 xp 天 
238、 于 是 ,在 天 中 在 在 两 个 不 相交 的 基本 邻 域 Vx 及 上 ,分 
别 包含 xp 及 ?p， 显 然 ,zy) 及 PP) 是 积 空间 IfX?: 
ji- 的 两 个 不 相交 的 基本 邻 域 ,分 别 包含 点 1a:06LT 及 122 1 
| 

仍 设 {X4:4E4} 为 一 小 丘 盾 空间 ,而 这 族 空间 的 积 空间 六 
{Xi:4€A}， 下 述 定理 称 为 THxono5 乘积 定理 ， 

定理 TEX4:46.4} 是 紧 的 , 当 且 仅 当 每 个 X; 是 紧 的 。 

证 明 如果 TI{X3: 攻 是 紧 的 , 则 对 于 每 个 rE 7， 

Aal{ Xa A =X,. - 
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由 于 每 个 re 是 连续 的 ,所 以 每 个 - 是 紧 的 。 

反之 , 如 黑色 个 Xi 是 紧 的 ， 设 ， 

TI{X:4€.1} 的 逆 集 庶 , 共 有 有 限 交 人 性质 
[OE 

定义 光 生成 的 滤 于 :eg 当 且 仅 当 存在 71,，， ,ye1'， 使 


-TB :yer) 是 
证 


们 及,CF. 而 由 又 含 于 划一 超 尖子 网 = te:oe 妇 。 对 于 


每 个 XE.7, 考 虑 入 的 采集 族 
{maF oa:aE A}. 
此 集 族 具 有 有 限 交 性 质 ,因为 


一 。 


BE re [让 Fu |. 


1 全 i=1 
由 于 已: 是 紧 的 , 故 
NmFe:a€ A}F$, 


i 


了 


设 
mEN{m Fo 人、 

今 证 x 二 {xz:26-A)ENf 采 ,:yET}。 由 于 每 个 媚 , 是 闭 集 , 故 
只 要 证 点 + 的 每 个 大 本 邻 域 同 每 个 17, 相交 。 

点 * 的 每 个 基本 邻 域 都 是 有 限 个 形 如 xz5!(P) 的 交 ， 其 
中 一 是 点 x 在 时 :的 任 一 基本 邻 域 。 由 于 本 同 每 个 zaFe 
相交 ,为 超 渡 子 ,ri 满 值 , 易 证 fapeie:43 为 超 滤 子 ， 故 
VE{myFo:ak4}， x71(TV;) 也 就 属于 区 ,从 而 任意 有 限 交 

qi PN PIN ma 人 P) 

也 属于 区, 即 点 x 的 每 个 基本 邻 域 都 属于 岁 、 由 于 了 着, 故 、 
点 x 的 每 个 基本 邻 域 同 2. 的 每 个 元 相交 ， 因此 点 x 属于 每 
个 互 ;， 所 以 ， 
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[| 
8.4.2 在 前 而 4.3.3 中 ,我 们 曾 证 明 任意 多 个 连通 的 拓 
扑 空 间 的 积 空 间 仍 为 连通 的 拓扑 空间 。 因此 , 丘 扑 空间 的 过 
通 性 明 任 意 乘积 不 变 的 性 质 . 现在 又 进一步 证 明了 紫 性 也 是 
任意 乘积 不 变 的 性 质 。 研 究 拓扑 空间 的 乘积 (有 限 积 , 可 数 积 
或 在 意 积 ) 不 变 的 性 质 是 拓扑 学 的 重要 课题 。 


8 5 Stone-Cech 紧 化 


8.5,1 利用 上 他 的 结果 , 本 节 给 出 Tgxouos 空 间 的 重 
要 特性 ， 

定理 ”每 个 TuxoHoa 容 间 庆 同 胚 于 紧 Hausdorff 空间 
PS 的 一 个 稠密 子 集 发 ,使 对 于 每 一 定 义 在 证 上 的 有 界 ，、 连 
续 , 实 值 映 射 . 了 ,存在 从 BX 到 的 连续 映射 ff:8X 一 >R， 
满足 .1 多 = 

证 明 设 {. 记 :Me4? 是 定义 在 X 上 的 一 切实 值 , 有 界 、 连 
续 函 数 挨 。 由 于 这 些 函 数 有 界 ， 不 妨 设 每 个 f; 的 值 域 是 I 
《711 二 [0,1])。 根据 8.4.1 的 定 理 , 积 空间 HI; :1e. 分 是 紧 
的 Hausdorff 空间 。 对 于 XX 的 每 一 点 *, 定义 从 XX 到 TI{T2: 
4) 的 映射 和 4) 二 {fi(x) :XEA). 令 全 =h(X). 又 仿 AX》 
在 [RIi:XEA} 中 的 闭 包 为 BX。 既然 8 人 是 紧 Hausdorff 空 
闻 的 闭 子 集 , 故 全 是 紧 Hausdorff 空间 BX 的 钢 密 子 集 。 我 
们 断言 , 是 下 与 苹 的 同 胚 。 

由 于 xmaop= 户 , 根据 3,3.2 可 知 万 是 连续 的 ,又 , 如 时 
% 纪 是 入 的 两 个 相 异 的 点 , 则 由 Tuxonos 性 质 可 知 ,存在 2 使 
(oz 二 0z1 一 万 (?)， 因 此 ，2U(z)7R(y)。 所以， 天 是 一 
一 的 ,再 证 是 开 映 射 . 设 G 是 XY 的 任 一 开 子 集 , 要 证 
4 (0) 开 于 总 。 任 取 一 点 xEG， 由 于 区 是 TaxoHos 空间 , 必 存 
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在 下 棕 和 使 fi(*) 二 0, 而 fi(XX 一 G) 二 {1}。 显然 ,六 人 wz! 
[( 一 o,1)] 是 包含 点 &(x) 的 发 的 开 子 集 .不仅 如 此 ,由 下 图 


J 
XA zl 


MNT 24)} 


可 见 , 如 果 允 6 萎 八 wz![( 一 00,1)]， 则 t;() 关 1。 吉 ix 
(4#)EG, 但 a1(#) 一 fiirx(#)eEG， 于 是 Eh(G). 因此 ， 
No, DICHG), 

所 以 , 风 G) 开 于 发 。 这 就 证 明了 大 是 开 与 发 的 同 胚 。 

最 后 , 设 了 是 定义 在 对 上 的 有 界 、 实 信 、 连 续 映 射 。 必 
存在 .364 使 了 4 二 2,。 定义 映射 

FBX— YT, 

为 .rp(fzi26.4， ETI}) = {x NEd, x 12})=xy,, 由 
子 芭 , 是 连续 的 , 珊 /7 是 连续 的 ， 为 了 证 明 .f?| 台 = 了 ,性 
取 一 点 ze 驹 , 由 于 户 是 从 三 到 六 的 同 胚 ， 故 必 存 在 xEX， 使 
扩 x) 一 允 。 此 时 ， 

FR)= FA) I= FHL) :EA = ie)， 


但 
8) 一 LRC) 一 (xz)， 
所 以 
Je 全 = 

8.5.2 引进 如 下 定义 。 、 

定义 ”拓扑 空间 (X"*,.7*) 称 为 (X, 多 ) 的 扩张 , 当 且 仅 
当 (Y, 5 ) 是 ( 工 *,9 的 稠密 子 空间 ， 如 果 (X*, .7 *) 是 紧 
的 , 则 称 (X ”3 ) 为 (X2 ) 的 紧 扩 张 或 紧 化 、 

因此 ,由 上 述 定理 ,BX 是 的 紧 扩 张 ,8X 通常 称 为 环 的 
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Stone gech 紧 化 。 

又 ,5.5.1 的 单 点 紧 化 空间 X" 是 义 的 紧 扩 张 。 

将 一 个 非 紧 的 拓 扩 空间 X 紧 化 , 也 就 是 寻求 一 个 紧 拓 盾 
空间 XX*, 合 X* 是 的 肾 扩 张 、 

将 拓扑 空间 紧 化 , 右 助 于 化 繁 为 简 , 化 难为 易 。 例 如 ,我 
们 素 证 明 

定理 ”每 一 局 部 紧 的 ausdorff 空间 是 正则 的 ， 

证 明 设 X 是 一 局 部 紧 的 Hausdorif 空间 . 设 * 是 大 
的 单 点 紧 化 。 出 第 六 章 习 题 30 可 知 义 * 是 正则 的 。 出 于 正 
则 性 是 遗传 性 质 , 因 测 六 也 是 正则 的 .】 

不 仅 如 此 ,我 们 来 进一步 证 明 

定理 ”每 一 局 部 紧 Hausdorif 空间 是 全 正则 的 .。 

证 明 设 X* 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 X 的 单 点 紧 化 , 则 
由 第 六 章 习题 31, 可 知 X" 是 正规 的 . 设 PEX, 厅 是 入 中 包含 
点 的 开 集 ， 由 于 是 局 部 紧 的 , 故 点 PEX 有 有 一 基本 邻 域 
到 , 历 CU, 且 成 是 紧 的 . 于 是 ,二 X* 一 万 是 X* 的 开 集 . 
由 于 产 与 P 是 正规 空间 "的 不 交 闭 集 , 应 用 6.6.3 的 
Ypalcon 引 理 , 可知 存在 连续 映射 

fi:X*-—>[0,11 
使 fp)=0, 了 (六 )=={1}。 由 于 产 DX 一 UU, 所 以 X 是 全 正则 
的 .] 

再 于 Stone- ect 紧 扩 张 ,在 拓扑 学 研究 中 的 作用 , 那 就 

”更 信 得 注 意 了 ， 


( 
习 是 
1. 设 五 是 一 不 空 集 , 命 n(x) 为 也 中 包含 点 # 的 一 切 子 集 的 族 . 
证 明 p(s) 是 超 泪 子 、 
2， 设 四 是 一 无 限 集 ,了 CX Fey 当 且 仅 当下 是 一 有 限 集 。 证 明 
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9 是 泪 了 。 
3. 设 加 9 是 误 二 的 下 季 ,证明 my 仍 帮 并 上 的 滤 工 。 
4. 设 马 是 折 扑 空间 ,多 是 总 的 一 功用 瘟 的 集合 ，{Z Ty} 多， 
3} 和 {Ty} 当 上 且 仅 当 和 中 夫 细 { 了 y}、。 辽 明 多 是 一 有 向 集 、 
5. 设 王 是 一 无 区 集 ,在 素 上 的 拓 持 为 有 限 俱 拓 丰 ， 证 明 圣 上 的 
和 外 个 滤 子 至 少 有 一 技 ,每 个 超 访 并 收 伊 ， 
6. 证 盟 adhkxa) 古 一 闲 集 ， 
7 设 羡 =[0,1], 在 世上 的 括 扑 为 
超 尖子 收敛 。 
38. 用 庆 子 证 角 ， 刘 果 及 ,各 是 折 站 空间 马 的 紧 子 空间 , 则 XU 
无, 是 紧 的 。 
9. 证 明 在 集 苹 上 任 一 直 瀑 子 的 一 切 元 素 最 多 有 - 公 其 点 、 
10. 证 明 ， 如 果 各 空间 古 { 访 ,: 从} 是 Hausdorff 空间 ， 则 每 全 到 


扑 。 证 如 在 马上 的 每 个 


是 Hausdortf 完 间 。 
11. 主 明 , 滤 子 yp 龙 一 超 诺 子 , 当 生 仅 当 下 述 条 件 满 足 ,; 4U Ber 昔 
家 -icr 或 Bey、 
12, 证 明 ; 集 五 C 革 是 闭 的 , 当 且 仅 当 它 含有 任 一 包含 忆 的 滤 子 
的 任 一 接触 点 。 
13, 设 于 是 拓 补 空间 ， 
p={F:AE4} 
是 下 上 的 证 子 ,F 的 闭 包 多 定义 为 
P={Fa:2e4}, 
证 明 革 是 Ts 空间 当 且 仪 当 对 于 每 个 洪 子 9EF(X) ,Tmg=limyp。 
14. 试 证 明 ，(X) 是 一 拟 序 格 。 
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第 九 章 拓扑 流 形 


§ 1 欧 氏 空间 的 拓扑 性 质 


9.1,1 从 解析 儿 何 学 知道 , 空间 的 种 种 性 质 , 可 以 利用 
坐标 来 研究 。 我们 自然 会 想到 , 拓扑 空间 的 种 种 性 质 ,能 否 类 
似 地 用 坐标 来 研究 呢 ? 这 就 是 本 章 的 主题 . 

为 此 ,我 们 先 来 研究 一 下 欧 氏 空间 的 一 种 重 村 性 质 . 

设 开 是 一 个 拓扑 空间 , 4 是 天 的 子 集 , 是 从 多 到 XX 的 同 
胚 、 那么 ,如 3.2.2 所 述 , 若 * 是 4 的 内 点 , 则 2(x) 仍 为 
《4) 的 内 点 ; 落 * 是 4 的 边界 点 ; 则 2《x) 仍 为 &C(4A) 的 边界 
点 , 但是, 如果 天 只 在 4 上 定义 , 则 边界 点 或 内 点 末 必 是 不 变 
的 . 例如, 设 X 是 ?空间 中 由 平面 (x1, xz 0) 及 xs 办 组 成 ， 
4 是 X 中 由 xs 亢 组 成 的 子 集 , 产 是 一 从 xs 轴 到 x: 轴 的 同 王 
映射 。 则 点 (0,0,1) 是 .4 的 一 个 内 点 , 但 它 的 象 5(0;,0,1T) 不 
青 是 4) 的 内 点 , 因为 在 X 中 不 存在 包含 点 2(0,0,1) 而 党 
全 含 于 区) 的 开 集 然而 ,对 于 欧 氏 空间 来 说 , 不 会 发 生 这 
种 情形 。 内 点 的 同 旺 象 必 仍 为 内 点 .这 个 定理 , 称 为 区 域 不 
变性 定理 . 

为 了 证 明 区 域 不 变性 定理 , 先 来 证 明 欧 氏 空间 E” 的 方 
体 I - 

TI”*={(x1, toy Xn) a iED} 
的 内 点 辣 边 办 点 的 相反 的 拓扑 性 质 4 及 B。 

[41 对 于 妇 的 内 点 x, 不 论点 4 的 邻 域 (x) 如 合 小 ， 

存在 从 (1" 一 FU。 到 S”! 
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SI 一 人 (xbxa xn: 2 二 2 十。 十 x2 一 1 

的 连续 映射 ,不 能 连续 地 扩张 到 五 . 

[8] 对 于 ?的 边界 点 x, 存在 点 x 的 小 邻 域 (x), 不 
论 从 ("一 了)UV? 到 5”! 的 连续 映射 如 何 , 均 能 连续 地 扩 
张 到 217。 

9.1.2 为 了 证 明 命 题 [4j, 用 反 证 法 。 慨 设 相反 , x 是 
五 的 内 点 , 取 半 包含 于 天 的 球 令 域 为 (x), 取 为 以 x 为 
投影 中 心 从 (7" 一 UF 到 (I) 与 S" + 同 路 ) 的 中 心 投 
影 . 显然 ,使 (1")? 的 点 不 动 .如 果 存 在 /的 连续 扩张 了， 
则 .7 仍 使 (57): 的 点 不 动 。 

考虑 连续 映射 万: 

F(x)= f° [L(t], xé( 1")? ,EL0,11, 

出 常 值 映射 五 !(x) 与 便 等 映射 Fo(x) 同 伦 。 然而 这 是 不 可 
能 的 . 

下 面 我 们 来 证 明 常 值 映射 1(x) 与 恒 等 映 射 Fo(x) 不 
能 同 伦 。 为 了 方 独 起 见 , 假设 PP 是 定义 在 球面 S"! (注意 ， 
S™! 与 (7")* 同 胚 站 之 上 的 。 

设 ec=(ab aa ao 及 2 一 (bo ，…, Bn) 是 欧 民 空间 
"的 两 个 点 , 则 E” 内 所 有 满足 直列 条件 的 点 * 一 (xb ya 


sn) 


1=hart tb 
#2 =haz + ub, 
2 trl1,h>0,n>0, 


ta—hant Hon 
的 集合 记 为 [a, 51, 称 为 以 ,5 为 端点 的 线段 。 欧 氏 空间 R” 
的 子 集合 好 称 为 是 凸 的 ,如 果 as 804 , 则 Fe 5]CM、 
球面 8” 的 ”个 点 are an 如 果 每 两 点 的 距离 都 
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小 于 1, 则 取 包 含 这 壮 个 点 的 最 小 凸 集 , 从 原点 (0,0，……p0)》 
将 这 凸 集 向 球面 5S”: 投射 ,得 到 S$”! 的 一 个 子 集 , 记 为 ka， 
ao ao7) 称 为 球面 ”1 上 的 单 形 、a1, ez,…… ,a 称 为 此 
单 形 的 预 点 。 同 理 ，ai, 42，… ae 中 的 任 态 2 一 1 个 (例如 ， 
ab ua "yn-1) 也 能 确定 一 单 形 , 称 为 弟 形 《Cai ao an》 的 
面 单 形 考虑 任 一 从 5*! 到 它 本 身 的 连续 映射 Y， 如 果 诸 点 
la), P(e) P(e) 中 ,每 两 点 的 距离 也 部 小 于 1, 则 从 这 
个 点 也 得 到 一 个 单 形 , 记 为 Kaw as，…', 4x》。 由 于 4 的 连 
续 性 , 设 wb wm …, 4, 中 等 两 点 的 距离 都 小 于 9, 只 要 5 足够 
小 ;从 Can), (a2),…9 (qn) 就 得 到 一 个 单 形 。 同 理 , 设 工 
为 5"! 上 的 ~- 组 单 撒 , 5S"! 的 每 一 点 至 少 属于 一 个 单 形 , 每 
两 个 单 形 的 交 是 面 单 形 或 空 集 , 每 个 单 形 的 任意 两 个 顶点 距 
离 均 小 于 9, 则 只 要 是 够 小 ,经 连续 映射 o 后 , 仍 得 到 一 组 
单 形 , 记 为 F(7')。 又 设 p 及 49 为 8"! 的 任意 两 点 ,以 np, 
多 了) 表示 p(T) 中 包含 点 的 单 形 的 总 数 ,以 wn(9,9, 了 T) 表 
示 p(T) 中 包含 点 4 的 单 彩 的 总 数 。 我 们 来 证 明 nCp, ,了 7) 
及 n(9, 2, 了) 回 为 奇数 或 网 为 偶数 .在 S" :上 从 P 至 9 画 
一 台 . 当 点 * 沿 此 弧 从 至 7 移动 , 仅 当 x 穿 过 一 单 形 的 一 
面 时 , n(x，¥， 了 ) 才 可 能 发 生变 化 ， 设 穿 过 的 耐 单 形 为 
《9《aD) (ww-1)), 于 是 顶点 a4 ea en 殴 定 了 的 -- 
个 面 单 形 , 屁 栓 是 .了 的 两 个 单 形 < 和 8 的 交 ( 公 其 边界 )。 考 
庶 p(e) 及 (有 P), 有 两 种 可 能 :Fp(4) 及 (8) 或 者 有 重 秋 部 分 ， 
或 者 不 相 重 耸 .在 第 一 种 情形 ,=(x*,%, 7) 的 改变 数 为 2。 而 
在 第 二 种 情形 ,n(x, 9 了 ) 保 留 不 变 。 不论 哪 一 种 情形 , n(x， 
8 了) 的 奇偶 性 不 变 ， 久 此 , n(p,9, 了) 与 (4, FP,T) 的 奇 侈 
性 相同 。 也 就 是 党 ,=(P, mw 了 ) 的 奇偶 性 同 点 > 无关, 本 是 连 
续 映 射 8 的 性 质 , 因 此 , 可 简 记 为 =( 锡 并 )， 

现在 进一步 证 明 a(Rz 了) 的 奇偶 性 不 随 : 的 变化 而 改 
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变 . 设 p 是 5S”! 的 任 一 点 ,而 
Je |<6, 

只 要 5 足够 地 小 ,就 有 

n(p, Po T)=a(p. Fr, T). 
因此 , 只 要 5 是 够 小 , n(Fi, 7) 二 n(Fr，T)。 这 就 证 明了 ， 
n( 五 ,了 ) 是 不 随 t 的 变化 而 改变 的 .但 是 ,由 于 五 ,是 恒 等 映 
射 ,， nCFo,T)=1, 而 Fi 是 常 信 映 射 ,， n(Fi, 7 =0。 即 
nn(Fo,7) 关 n(Fi,T), 得 出 芳 盾 的 红果 。 所 以 ,与 FF 不 
同 伦 ， 

3,1.3 ”为 了 证 明 命题 [8], 设 x 是 I 的 任 一 个 边界 点 ， 
取 以 % 为 中 心 不 完 全 包含 天 的 球 邻 域 上 。 设 了 是 从 (1" 一 
中 U7? 到 8”! 的 任 一 个 连续 吴 射 。 由 于 * 是 边界 点 , 必 存 
在 一 属于 洲 而 不 属于 7” 的 点 49, 以 9 为 中 心 ,将 "MY 向 7? 
盐 射 ,以 工 记 此 中 心 投影 , 显然 了 是 连续 映射 考虑 连续 映 
射 严 ， 

F{(p)=f(p), PE(T7 —V US, 

Flp)= f(a(p)), YG pEI*N FY. 
于 是 FP(p) 是 一 从 I” 到 5”*! 的 连续 映射 , 而且 玉 是 的 连 
续 扩张 .] 

9.1.4 注意 , 在 还 明 命 题 [8- 时 , 我 们 考虑 方 体 1"， 共 
实 ,以 任 一 子 集 于 代替 7", 证 明 过 程 一 字 不 变 地 仍然 适用 ， 
对 于 命题 -全 , 若 好 是 任 一 子 集 合 ,* 是 于 的 内 点 , 那么 ,我 
们 总 可 以 选取 一 以 x 为 内 点 的 充 分 小 的 7", 使 之 完全 含 于 
MY 中 。 据 此 ,我 们 不 证 明 Brouwer 区 城 不 变性 定理 、 

区 域 不 变性 定理 设 M 是 ”的 尾 一 子 集 。 天 是 从 好 
到 于) 的 同 师 . 如果 x 是 六 的 肉 虑 , 则 天 x) 必 是 了 MI》 
的 内 点 .出 此 推 知 ,如 果 4 及 8 是 五 "的 同 胚 子 集 , 若 .4 是 开 
集 , 则 总 也 是 开 集 。 


“153. 


证 明 由 于 * 古 肛 的 内 点 , 故 必 存 在 一 以 * 为 内 点 完 
全 含 于 Hz 中 的 小 方 体 PP。 如 果 &%) 不 是 ACMT) 的 内 点 ， 则 
六 (x) 更 不 是 MT 的 内 点 ,因而 是 A(7") 的 边界 点 。 由 命题 
[8], 存 在 4&(x) 的 开 邻 域 己 ， 满足 命题 [B1 的 条 件 ， 又 因为 
古 同 肛 映 射 ， 故 对 于 x) 的 开 邻 咸 忆 存在 x 的 开 邻 域 下 
CT 不 CIP)》， 由 命题 F4], 存在 从 (7 一 下 )UIrV? 到 
5S”! 的 连续 映射 了 ,不 能 连续 扩张 到 1"。 然 而, 另 一 方面 ,将 
合 题 L3] 运用 于 AZ) 的 边界 点 Ex ) 及 开 邻 威志 ,考虑 连续 
能 射 :Ar 对 于 (42(7") 一 U7? 的 任 一 点 yf (31(y))é 
S" 1 可知 fr! 能 连续 邮 扩 张 到 AI"), 因此 了 也 能 连续 
地 扩张 到 1”。 得 出 矛盾 . 所 以 ,& xz) 不 是 失 邓 ) 的 边界 点 .了 


§ 2 局 部 上 坐标 系 


9.2.1 为 了 用 坐标 系 来 研究 拓扑 空间 , 我 们 首先 来 分 析 
一 下 平面 坐标 系 的 特性 .。 

(1) 平面 的 不 同 的 两 点 具有 不 同 的 坐标 。. 如 设 两 点 了 ， 
& 的 坐标 分 别 为 (xb 91), (x2, 和 ) 出 当 P3z<Q 时 ， 必 有 2: 天 
2 或 为 尖 2。 反之 ,如 果 两 点 的 坐标 不 同 , 则 此 两 点 不 同 . 

(2)》 设 点 列 (Pw) 的 坐标 为 (xs yn)， 点 卫 的 坐标 为 
《xo 90);, 则 点 列 (Pa) 收 钙 于 点 卫 当 上 且 仅 当 xn>xo 上 ya> 
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{3) 在 平面 内 存在 以 任意 实 数 对 (x, ?) 为 坐标 的 点 (由 
(1) 知 这 样 的 点 是 唯一 的 )。 

如 果 所 讨论 的 对 象 不 是 平面 的 全 部 , 而 只 是 其 中 一 部 
分 。 例如 ,以 原点 D 为 中 心 ! 以 > 为 半径 的 贺 的 内 部 区 域 品 . 
此 时 , 盖 内 每 一 点 仍然 可 以 用 坐标 表示 出 来 。 不 过 , 要 注意 ， 
上 上 述 的 性 质 (1) 及 (2) 依然 成 立 , 但 性 质 (3) 须 改 为 如 下 形 
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《3 ) 设 (x, 3) 是 满足 x? 二 <<r? 的 尾 意 实 数 对 , 以 之 为 
坐标 的 点 了 在 忆 内 唯一 地 存在 . 
现在 考虑 球面 5?。 我 们 癌 , 满足 上 述 性 质 (1), (2), (3) 
的 学 标 系 是 否 存 在 ? 回答 是 否定 的 。 因为 , 如 吴 这 种 举 标 系 
存在 , 则 球面 将 与 平面 同 有 古 ， 但 球面 是 暴 的 , 而 正面 却 非 紧 ， 
这 就 同 紧 性 的 拓扑 不 变性 了 矛盾。 同 理 , 对 于 球面 , 即使 满足 
《1),(2), (3) 的 坐标 系 也 不 存在 。 虽然 如 此 ,我 们 仍然 能 给 
球面 引进 满足 条 件 (1), (2),(8 ) 的 坐标 系 ,不 过 , 只 存在 局 部 
坐标 系 罢 了 。 
9.2.2 我 们 采取 如 下 的 办 法 。 
利用 空间 直角 坐标 系 (*, y, s) ,将 球面 8? 的 方程 写成 
S22 yr 0). 
分 别 以 条 件 
8742> 一 于 ,5S*42< 生 
来 定义 5? 的 两 部 分 S 及 37， - 
设 P= (xy =) 是 3 上 的 任 一 点 , 连接 点 了 及 南航 (0， 
0, 一 >) 的 直线 交 x0Oy 平面 于 一 点 (zw 0), 取 (wz) 作为 3 
的 点 卫 的 吾 标 、 不 难 算出 
a 


了 十 三 7 十 5“ 
由 此 可 解 出 *, 多 =, 即 
2 
一 Tr 
2rw 


了 Tr 


rr uv) 


5 一 
wit wt 
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由 这 些 关 系 式 推 知 性 质 (1) 显 然 成 立 ， 如 果 (x, y, z) 连续 地 
变 , 则 (u,v) 也 连续 地 变 。 反 过 来 也 一样。 因此 得 出 性 质 
(2)。 又 ,如果 点 己 在 % 上 变动 , 则 点 (4,v) 所 描绘 的 图 形 是 
圆 的 内 部 ， 


-872 - 
由 此 得 出 (3 )。 所 以 ,我 们 在 S” 上 引进 了 局 部 华 标 系 。 

间 样 ,可 在 5” 上 引进 另 一 局 部 坐标 系 。 设 P=(x,y, z》 
是 S$” 上 的 任 一 点 ,连接 点 了 及 北极 (0,0,7) 的 交 线 交 平面 “ 


x0Oy 于 一 感 ( 主 ,5,0), 取 (&,5) 作为 8* 的 点 卫 的 坐标 . 同 
理 ,可 得 (x, 2) 与 (5) 的 关系 式 ， 
二 
一 六 一 和 
2 ri 


又 当 卫 在 3 上 变动 时 ,点 (, 吉 ) 所 找 给 的 图 形 在 贺 的 内 部 
， 了 F023 7, 

这 样 , 对 于 球 画 5S? 的 全 体 , 虽然 不 单 独 存 在 一 个 坐标 
系 , 但 是 ,对 球 而 5? 的 每 一 个 局 部 8 及 3? 却 存在 坐标 系 ， 
而 5S’ 称 为 局 部 坐标 系 (4,v) 的 浮标 名 咸 ,S” 称 为 局 部 华 标 系 
( 吉 ) 的 坐标 邻 域 ， 

9.2.3 ， 进 一 步 斌 究 8 与 ”的 公共 部 分 了 =5” 
nN 5%。 帮 的 点 P(x, 5) 具 有 两 种 局 部 华 标 (wv) 及 (5)， 

它们 之 局 的 关系 又 怎样 呢 ? 从 前 面 各 式 容易 推出 ， 


rw ry 
i T= 
mt HF 


五 一 


rn 
VT ?前 
对 于 万 前 任 一 点 卫 , 因为 到 十 邓 福 0; 天 十 剖 六 0 所 以 汪汪 是 
za 的 函数 ,wy 是 元, 二 的 函数 , 而 且 有 任意 阶 的 思绪 导 
数 。 


§3 拓扑 流 形 


9.3.1 有 了 十 面 的 准备 ,我 们 来 定义 拓 朴 流 形 

定义 设 如 是 一 个 拓扑 空间 , 如 果 相 在 一 整数 m, 使 得 
并 的 每 一 点 部 有 一 基本 邻 域 同 胚 隆 ”的 开 子 集 , 则 玉 称 
为 m 维 的 拓 盾 流 形 ， 

在 上 述 定义 中 , 整数 mm 是 由 拓扑 空 浊 44 唯 -确定 的 。 
因为 由 于 内 点 与 边界 点 的 拓扑 不 变性 (9.1,4)，, 和 如果 mm 和 心 则 
及” 与 E" 的 开 集 不 可 能 同 胚 。 故 整 数 主 是 MI 的 拓扑 不 变 
量 , 称 为 M 的 维 数 ， 

其 次 ,如 果 天 本 一 -> 吾 ” 是 一 个 癌 胚 喘 射 ,把 * 的 基本 邻 
域 避 鼎 戌 E” 的 一 个 开 子 集 ， 则 常常 称 (D ,2) 为 采 上 的 党 
标 系 或 流 形 M 于 点 * 的 地 图 。， 币 x)ER™ 则 称 为 点 * 在 
坐标 系 (Z, 人 的 局 部 坐标 .坐标 系 (五 , 必 中 的 基本 邻 域 三 稳 


根据 上 述 定义 , 欧 几 里 得 空间 E” 也 是 拓扑 弓形 , 此 时 ， 
只 有 一 个 些 标 系 (”,i),i 是 鲁 等 映射 。 又 ,上 节 中 的 球面 5 
也 是 拓扑 流 形 , 此 时 有 两 个 坐标 系 (5, p1) 及 (5S, p:)， 此 中 
Pl 是 以 南极 (0,0, 一) 为 中 心 ,以 x0 为 投影 而 .的 中 心 投影 
映射 ; 而 ps 则 是 以 北极 (0,0,7) 为 中 心 , 以 平面 #03 为 投影 
而 的 中 心 投影 映射 。 

9.3.2 现在 将 拓扑 流 形 的 概念 推广 到 更 广泛 的 情形 . 
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设 E” 是 一 m 维 欧 氏 空间 , 五 ”中 满 足 条 件 xm 之 0 的 子 

集 扩 ” 称 为 欧 氏 平 宝 间 。 显然 
RB"-ICH™CE™, 

定义 设 41 是 一 个 拓扑 空间 , 如 果 存 在 一 个 整数 mm, 使 
得 江 的 每 一 点 都 有 一 个 开 邻 域 同 胚 于 已 ”或 如 ”的 开 子 集 ， 
则 7 称 为 拓扑 流 形 . 

如 果 太 :如一 > 昌 “ 是 一 个 同 胚 映射 ,把 * 的 一 个 开 贫 束 
上 U 映 成 ”的 一 个 开 于 集 2DU), 并 且 x) 属 于 "1!, 则 x 
称 为 MM 的 边界 点 。 所 有 边界 点 的 集合 称 为 MM 的 边界 , 记 为 
对 "如 果 厢 * 是 空 集 , 则 称 MY 为 无 边 流 形 , 否则 称 有 边 洲 
形 . 

奏 在 证 明 , 折 扑 流 形 的 有 边 与 无 边 , 同 坐 标 系 的 到 法 无 
关 . 为 此 , 设 


Psi 一 > 

ha Ua— SH” . 
是 两 个 同 跃 映 射 ， 分 别 把 * 的 开 邻 威志 与 ;上映 成 吾 ” 的 
开 集 . 如 果 如 (x)EE”!, 则 Jax) 也 必 属 于 五 ”-!， 因 为 ,很 
车 不 然 ， 加 (x) 不 属于 互 ”!， 则 同 豚 映 庙 六 好 :把 Ew 中 
ja(x) 的 一 个 开 集 映 成 点 和 (x) 在 及 ”中 的 一 个 开 邻 域 ， 亿 
这 个 在 豆 ” 的 开 邻 式 显 然 不 是 ”的 开 集 。 这 就 向 区 域 不 变 
性 定理 矛盾 .] 

9.3.3 ”由 于 拓扑 流 形 是 局 部 欧 几 里 得 化 的 拓扑 空间 , 因 
此 , 欧 几 里 得 空间 的 许多 性 质 可 以 通过 一 定 的 方式 ,用 来 研究 
拓扑 流 形 。 例如 , 我 们 来 研究 从 拓 扑 流 形 M 到 托 朱 蔬 形 入 
的 连续 映射 的 可 微 性 问题 。 

设 叶 是 一 澡 维 流 形 ,N 是 -… 维 流 形 ,是 一人 队 代 的 
一 开 集 到 六 的 连续 映射 。 于 是 , 从 上 映 射 7 可 得 到 从 Ew” 的 
业 一 开 集 UV 到 &" 的 连续 映射 J， 研究 下 的 可 微 性 可 归结 
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ee 


为 研究 了 的 可 微 性 ， 如 果 f 的 分 量 函数 及, …, 万 的 直到 
“ 阶 的 偏 导数 都 在 上 连续 , 则 称 了 属于 类 C' 可 微 的 , 或 
省 说 ,了 属于 类 CC". 以 


为 第 行 第 7 列 的 元 素 所 得 的 (n,m) 秆 降 称 为 了 的 1acobi 拭 
阵 , 记 为 Df(x) 或 


设 M4 的 一 点 三 属于 坐标 系 (7, 加, 而 以 的 虑 严 (z) 属于 坐标 
系 (7,4)。 考虑 连续 映射 

RFR)I— >E", 
Jacobi 抱 隆 一 (6510 的 秩 称 为 王 在 Mf 的 点 的 物 ， 


54 微分 流 形 


9.4.1 设 M 是 一 个 严 维 折 扑 流 形 。M7 上 的 一 个 类 Cr 
微分 结构 乡 , 是 指 M 的 一 组 坐标 系 (局 ,入 的 集合 , 满足 下 述 
三 条 件 ， 
(1) 这 组 坐标 系 的 坐标 邻 域 的 族 能 覆盖 拓扑 流 形 7， 
(2) 设 (Di 硬 ) 及 (D2, 加 ) 是 这 组 坐标 系 中 的 任意 两 个 
坐标 系 , 则 | 
hihiNU) 一 BE" 或 H™ 
hoki tN > EH 
都 是 属于 Cr 可 微 的 ; 
(3) 这 组 坐标 系 具有 极 大 性 质 , 即 如 果 诊 向 这 组 坐标 系 
中 添加 一 不 属于 读 组 的 华 标 系 , 则 性 质 (2) 不 再 成 立 。 
9.4,2 设 M 是 一 个 普 维 拓 扑 流 形 , 多 是 加 上 的 一 个 
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类 Cr 的 微分 结构 , 则 (234, 乡 ) 称 为 一 个 类 Cr 的 m 维 微分 流 
形 。 在 不 致 混 活 时 ,可 以 不 提 微 分 结 钧 多, 而 称 了 H 是 类 C7 
的 微分 流 形 ， 

显然 ,如 果 用 是 一 个 类 C7 的 微分 流 形 , 则 用 也 是 一 个 
类 C77! 的 微分 ， 此 时 , 如 设 儿 及 多 | 为 于 上 的 类 C7 
微分 结 网 及 类 C”…! 微分 弓 则 多 己 钨 ,， 也 就 是 说 , 并 作 
为 类 C7! 的 微分 流 形 的 坐标 系 比 作为 类 C”! 的 微分 流 形 的 
坐 杯 系 更 多 一 此 

9.4.3 设 江 是 避 维 给 分 流 形 , N 是 维 微分 流 形 。 
并 甩 部 古 至 少 属于 类 CY。 命 /和 Y 一 >N 是 属于 关 C” 可 微 
的 。 如果 在 和 2 的 钱 一 虑 处 ,J 的 惧 狂 于 汶 ,; 则 了 称 为 一 个 
浸入 ， 旭 果 了 是 地 红 映 成 交 的 同 五 (自然 ,此 时 冲 = 2) 并 
且 是 没入, 则 称 它 为 一 个 微分 同 肥 、 


i 
丰 


习 是 


>， 证明， 如 果 去 x, 旭 欧 把 空 间 BR" 与 Br" 不 同 源 。H 称 为 忆 " 
的 维 数 或 称 E" 为 wm 级 欧 民 空间 。 
3 证 曙 ， 固定 :从 
. 本 


到 它 相 身 的 还 续 映 射 耻 必 有 不 动 点 , 即 存在 xEB", 使 了 (%) 二 %。 
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